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1. Primitivas inmediatas.

Al conjunto de todas las funciones primitivas de una funcién se le denomina integral
indefinida; asi pues, para obtener la integral indefinida de una funcion integrable debemos
determinar un procedimiento para calcular al menos una primitiva de dicha funcién. Como el
proceso de obtencion de una primitiva puede considerarse como el problema inverso a la
derivacion, entonces todas las reglas utilizadas para el calculo de derivadas (tomadas ahora en

sentido inverso) nos permitan obtener funciones primitivas de una funcién dada.

derivacion
F@) > F()
Funcion primitiva Funcion derivada

integracion

Partiendo de estas ideas se llaman integrales inmediatas 6 primitivas inmediatas a aquellas
integrales que se calculan directamente a partir de la definicion de derivada.

Las integrales inmediatas mas sencillas son las siguientes:

n+l

X .
+C si n#-1

(1.1) jx"dx:
n+

(1.2) Jx']dx = jldx = In|xh-C
X

(1.3) J.e“'dx —e" +C

a +C
Ina

(1.4) j a*dx =
(1.5) J.senxdxz—costrC

(1.6) jcosxdx =senx+C

(1.7)] L dx:Iseczxdx:j(1+tg2x)dx:tgx+C
cos” x
1 2 2
(1.8) j > dxzjcosec Xd.XZJ.(l-i-COtg X)dx =—cotgx+C
sen” x

1

(1.9) Jﬂ

(1.10) J. ﬁdx =arctgx +C

dx =arcsenx +C
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2.  Propiedades algebraicas del calculo de primitivas.

Las principales propiedades algebraicas de las integrales indefinidas se deducen

inmediatamente de las propiedades de las funciones derivables, y son las siguientes:

Propiedad 1. Si las funciones f(x) y g(x) admiten funciones primitivas en un cierto dominio,

entonces se veriﬁca

[(reo+ g(0)dr=[ fxraxt [ gdx

Propiedad 2. Si la funcion f(x) admite una funcién primitiva en un dominio dado, entonces

se verifica

j k- f(x)dx = k-j f(x)dx, paratodo k eR

Utilizando lo visto en los apartados 1 y 2 ya podemos resolver algunas primitivas

sencillas:

Ejemplo 1.

(@) J-(Exz —l{/;jdx zgszdx—%jxmdx =£x3 —23\/5«4 +C

3 2 3 9

4 4d. 3
(b) J‘(—+3x4 —cosxjdx =J.—X+3J.x4dx—J.cosxdx =4ln|>€|+g>c5 —senx+C
x x
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3. Método de sustitucion o cambio de variable

Supongamos que deseamos calcular la integral J f(x)dx y ésta no se encuentra dentro del

cuadro de integrales inmediatas ya conocidas; sin embargo, nos es posible definir una funcién
diferenciable dependiente de una nueva variable

x = g(r)
y por tanto

dx = g'(t)dt
de tal forma que la integral inicial se transforma en una integral inmediata o de cilculo mas

sencillo que la primera de ellas pues
[ o = | rigng i = [ ryg vy

Entonces si F(#) es una funcioén primitiva de la dltima integral y la funcién x=g(f) admite

funcion inversa r=g”(x), la integral pedida vendra dada por

[ fodx = [ g e = F@y+ € = Fg™ (x)) + €

Ejemplo 2.

J.(_2X+5)3/de i _%'J.fmdf —_lprics _%(—2x+5)5/2 +C

-/

2x+ 5=t = 2dx=dt

Ejemplo 3.

J.Zz‘sentzdz‘ = Isenzdz: —cosg+C=—cost’ +C

!

P=z = 2tdt=d»

Este es el caso mas sencillo (y a la vez, el mas usual) de cambio de variables: cuando

tenemos una primitiva como la del ejemplo 3, es decir, una primitiva del tipo

[ reto- g (ax ; [ v

o) =t = g'(x) dx=dt

Notemos que, en el ejemplo 3, f(¢)=sent y g(t)=1".
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Ejemplo 4.

«—
I

J.cosx e dx = '[e'dz‘ = +C =" +C
&) T
= sen x

dt = cos x dx

En ocasiones puede pasar que en la primitiva no se halle exactamente la funcion g~ (x),
aunque se pueda conseguir ajustando las constantes.

Es conveniente observar que este es justamente, el caso del ejemplo 2.

Ejemplo 5. 2(x)

2
g
1=
dt = 2x dx
Ejemplo 6. 40!

2 1
J. P ! J.—dzg:ln|:(|+C=1n(z‘4+4)+C
t+4 g

= P+4
g@ df( =2tdt

En adelante, este dltimo tipo de primitivas (puesto que suele aparecer con bastante

frecuencia) lo resolveremos de forma inmediata:

i inmediata l
J;((;‘))d TJ dt = In|ti+C = In[ f (x)+C

fx) =1t

f () dx = di
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Ejemplo 7.

=3 37 +9 1
j+ :__J dt ===ln |-+ 9t +14C
—1 49t +1 - +97+1 3

Por dltimo, es importante constatar que a la hora de calcular una integral definida
(recordemos que, utilizando la regla de Barrow, se obtiene evaluando una primitiva entre los
limites de integracién correspondientes) por este procedimiento, no es necesario deshacer el
cambio de variables realizado; basta con hacer dicho cambio a la vez en los limites de

integracion.

Ejemplo 8.
e  Deshaciendo el cambio de variable:

Jicos(e' —-Ddt = J‘coszdz =seng+C=sen(¢' -)+C = Je' cos(e’ —1)dt =sen(e’ —1)|‘1,’ =sen(e—1)

g(f) g(t) = ¢—1

e Llevando el cambio de variables en los limites de integracion:

Ie’ cos(e’ —=1)dt = JW cosgdy = sen(z)r;1 =sen(e—1)

Lt IV I |

> =1

[
-
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4. Meétodo de integracion por partes.

Consideremos u# =u(x) y v=w(x) dos funciones diferenciables en un dominio D.
Si aplicamos la férmula de la diferencial de un producto, se tiene que
duvy=u-dv+v-du=udv=du-v)—vdu
Si ahora integramos miembro a miembro y tenemos en cuenta las propiedades de la integral
indefinida y la relacién que guardan los operadores diferencial e integral se tiene que

Iu-dv=u-v—jv-du

formula conocida como el nombre de integracion por partes y que es valida salvo una
constante arbitaria.

Por tanto el método de integracidon por partes se reduce a aplicar esta férmula de tal

forma que el calculo de la integral Iu-dv se reduce al calculo de Iv-du; de aqui que sea

ventajosa su utilizacién cuando se sepa calcular esta ultima, o bien, cuando la segunda sea

més sencilla que la primera.

Ejemplo 9.

celdx=x-e" —JAe'\'dx =x-¢ —¢ +C

Isi

u dv

-+

n=x = du=dx
dv=¢dx=> v=2¢"

Este método se suele emplear cuando tenemos en el integrando un producto de

integrales, es decir: J- f(x)-g(x)dx, y por tanto esto nos muestra un patrén de aplicacion

“facilmente reconocible”. Sin embargo, hay que saber elegir convenientemente u y dv. Para

ello, siempre tomaremos por dv a la funcién que tenga un célculo de primitivas més sencillo.

En algunas primitivas, hay que aplicar varias veces el procedimiento de integracion por

partes, como sucede en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.

J-Xzsenxdx =—x’ cosx+2J‘xcosxdx =—x’cosx+2xsenx +2cosx+C

n=x% = du=2xdx H=x = du =dx
dv = senx dx = » = —cosx dy = cosx dx = v = senx
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En este caso, ambas funciones (x” y senx) tienen primitivas sencillas, pero (como se ve
en el ejemplo) cuando queremos calcular una primitiva de la forma Ix" f(x)dx,con neN,

tomaremos u = x" para ir reduciendo paulatinamente el grado de x. Asi, para calcular una

primitiva de este tipo se necesitara aplicar el método de “partes” n veces.

En determinadas primitivas, al aplicar este procedimiento se obtiene nuevamente la

primitiva original, lo que puede dar lugar a una ecuacidn integral.

Ejemplo 11.

'[e“ cosxdx = e cosx+J.e” senxdx =e¢ cosx+e’ senx—J‘e" cosxdx

! !

%= cosx = du = —senx dx u = senx = du = cosx dx
dv=¢dx = v=1¢" dv=¢dc=>v=1¢"
Entonces

Je‘ cosxdx =¢" cosx+e” senx—je"' cosxdx+C

por lo que si consideramos [ = '[e“ cosxdx como una incognita, de la igualdad anterior obtendriamos la

ecuacion
I'=¢" cosx+esenx—1
y al resolver, despejando la variable I, obtenemos

¢~ cosx +e senx
J.e“ cosxdx=]=—+C
2
Finalmente, este procedimiento de integracién por partes se utiliza cuando queremos

calcular primitivas de una funcién un “tanto complicada” (como ejemplo, Inx, arcsenx,

arccosx, arctgx, ...); veamos un ejemplo.

Ejemplo 12.

J'Ulnxdx = x~1nx|: —dex = e—xi =1

n=Inx=dn=1/xdx
dv=dx = v=x
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5. Integracion de funciones racionales.
: : p(x)
Se llaman funciones racionales a las funciones del tipo —) donde p(x) y g(x) son
X
p) o

polinomios. Denominaremos por tanto integrales racionales a integrales del tipo o
q(x

siendo p(x) y g(x) polinomios arbitrarios
Para calcular estas integrales distinguiremos los siguientes casos

CASO 1. Grado q(x) < grado p(x)
En esta caso se efectia la division de los polinomios, con lo que se obtiene que

D-dcir=2_cil o M:C(X)Jr@
d d — qx) q(x)

(D = dividendo; d=divisor; c=cociente; r=resto)

y la integral se descompone en suma de dos integrales
") e

pgx;dx Ic(x)dx+J ()

donde esta dltima es una integral racional cuyo grado del polinomio del numerador es menor

que el grado del polinomio del denominador (caso 2), y la primera es una integral inmediata

Ejemplo 13.
x'=3xt 4 x—1 3x—1
——x = 225V | ————4d

'[ xi+2x+1 ~ J(X )i J.>cz+2>c+l ~

inmediata ya es del tipo 2

CASO 2. Grado q(x) >grado p(x)
Si el grado del numerador es mayor estricto que el grado del denominador, entonces

estudiaremos las raices del denominador, de tal forma que se pueden presentar los siguientes

subcasos.

A. Raices reales simples.
Supongamos que el grado del polinomio g(x) sea n 'y sean o,,0,, las n raices
ion 2 admite la siguiente

reales y distintas de dicho polinomio. En este caso, la fraccion o
q(x

descomposicion en suma de fracciones simples
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P _ A4 A A
gx) x-o, x-o, xX—a

n

donde los coeficientes A4,,4,,...,4

, se determinan igualando los numeradores de las dos
fracciones obtenidas.
A partir de esta descomposicién la integral buscada se descompone en suma de

integrales inmediatas:

p(x)dx:Alj & vy & b4, @ _

q(x) X —o, X—o, x-a,

=A Inlx—o, A4, Injx-o, f..4+4, Inx —a, FC

Ejemplo 14.

x+2 x+2
J. S dx:J. I
X —x x(x+1)(x—1)

Como x” —x = x(x +1)(x—1), la descomposicién en fracciones simples se realiza de la siguiente forma:
x+2 _A B N C :A(x+1)(x—1)+Bx(x—l)+Cx(x+1)
x(x+(x—-1) x x+1 x-1 x(x+1)(x—1)

y por tanto, x+2=_A(x+1)(x—1)+ Bx(x—1)+ Cx(x+1) . Para calcular A, By C, damos a x los valores
de las raices del denominador

x=0>2=-A4

x=1>3=2C > A=-2B=1/2,C=3/2

x=-1->1=2B

y, entonces, se tiene que

- 2
[ dxzj(_2+1/_2+L},X:
X=X x  x+1 x-1

1 3 VIx =1 |x+1]
= Zln|x|+Eln|x+l|+Eln|x—l|+C=ln — |4 C

X

B. Raices reales miltiples.

Sean a,,a,,...,a, las raices del polinomio ¢(x), donde m,,m,,...,m; son sus

ordenes de multiplicidad (el niimero de veces que se repite cada raiz). Entonces se tiene que

) 4 _[ _ p(x)m _ax
q(x) (x—a)"(x—0ay)™..(x—0a,)™
La fraccién % se descompone en este caso en los siguientes sumandos:
q(x
p(x) — AI + AZ > L+ Aml ~
q(x) xX—a, (x_al) (x_al) l
ot B 5 B

—+.+ -
x—a, (x-a,) (x—a )™

s
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es decir, cada raiz da lugar a tantas fracciones como indica el orden de su multiplicidad. Los
coeficientes Al,Az,...,Aml ,...,Bl,Bz,...,BmS se determinan igualando los numeradores que se

obtienen en ambas fracciones, tal como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 15.

5x” +20x+6 5x” +20x+6
j kY f i
xT+2x" +x x(x+1)
Como x” +2x° +x = x(x +1)°, incluimos una fraccién por cada potencia de x y de x +1

5x°+20x+6 A B L C _ A(x+1)* + Bx(x+1)+ Cx

x(x+1)° x o x+1 (x+l)2_ x(x+1)°
Asi, se tiene que  5x” +20x +6 = A(x +1)* + Bx(x +1)+ Cx . Entonces
x=0>6=A4
x=-1->9=C

y, como nos hemos quedado sin raices del denominador, tomamos otro valor cualquiera para x
x=1>31=4A4+2B+C > B=-1
En consecuencia, se obtiene que:

5x% +20x+6 6 1 9
J‘#d.%:"‘ —_—— + 5 dx =
xT+2x +x x  x+1l (x+1)

¢ t
:6ln|x|—1n|x+1|+9J. G S S Y
(x+1) [ +1 t

¢ 9
=ln| = |-—+C t=x+1
[x+1) x+1

C. Factores cuadraticos sin raices reales.
Si el denominador Unicamente tiene raices complejas, se emplea el procedimiento de

completar cuadrados. Para estudiar este procedimiento consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 16.

. Si estudiamos las raices del denominador obtenemos que

_ 4ix/126—28 _ 41\/2—12 =2i\/§z'

dx
2

Sea la integral J-T
x—4x+

X

es decir tenemos unicamente raices complejas.

Completando el cuadrado del polinomio x” —4x+7 =3+ (x—2)°, se tiene que

J‘ dx _J‘ dx lJ‘ dx lJ‘ dx
X' —dx+7 J3+(x-2" 3 (x=2" 3 x—=2Y
T+ 14| X=2
3 NG \ x=2

:ﬁji \/g \/g X_Z)_,.C \/3
3

=—arctg?+C =—arct
o7 3acg 3acg[\/g

Como se observa, cuando el numerador es una constante, todo consiste en, tras

completar el cuadrado, buscar la “forma” de la primitiva de la arcotangente.
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Algunas veces cabe la posibilidad de que ya se halle completado el cuadrado y

Unicamente tengamos que hacer el cambio de variable que sea pertinente.

Ejemplo 17.

V3
=
3 3 3
=£arctg(z)+C =£arctg £X +C. 2
6 6 2
Ejemplo 18.
-1 1 2x+2
AT S-S RV ST
xT+2x+2 2\ x"+2x+2 x?+2x+2
1
:—ln(x2+2x+2)—2jd—xq=1n( x?+2x+2 2_[
2 1+ (x+1)° 147
t=x+1

=In(vx® +2x+2])=2arctg(x + D+ C
(v g +1)

Como se observa en el ejemplo anterior, cuando el numerador tenga grado uno
debemos buscar primero la “forma” de la primitiva del logaritmo neperiano para

posteriormente conseguir la de la arcotangente.

Finalmente, si el denominador tiene distintos tipos de raices, se descompone como en el

siguiente ejemplo.

A 2x —4x—8
Ejemplo 19. I (x2 ~ x)(xz e X

Como (x” = x)(x” +4) = x(x —1)(x* +4), incluimos una fraccién por cada factor (teniendo en cuenta que

2 . . . .
al ser x” +4 un polinomio de grado dos debemos situar en el numerador del factor correspondiente a este
sumando un polinomio de grado uno) y escribimos:

2x°—4x=8 A B  Cx+D _ A= +4+Bx(x" +4)+(Cx+ Dx(x—1)

(P =x)(x>+4) x x-1 x+4 x(x=1)(x" +4)
x=0>A4=2
x=1—->B=-2
x=-1->-C+D=2
—->C=2D=4
x=2—2C+D=38
Entonces:
- 2
J‘ 2x" —4x -8 J‘ Jr— d J‘ >j+4dx=
(x? = x)(x° +4 x +4

=2ln|x]2ln|x —1+1In(x* +4)+2 arctg(%) +C =\ solo tiene raices complejas

= 1n(MJ +2 arctg(ﬁj +C
(x=1)" 2
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6. Algunos cambios de variables especiales.

En ocasiones, hay que emplear algunos cambios de variables que no siguen el modelo
de los presentados en el apartado 3, y que basicamente se utilizan para transformar una
integral en otra, de forma que esta tultima se resuelva por medio de alguno de los
procedimientos vistos anteriormente. Entre los procedimientos mas habituales podemos

destacar los siguientes.

CASO 1. Para primitivas de productos o cocientes de sen’x y cos’x.
sen” x cos? x
J. dx ; J. dx; J.sen” x-cos? xdx
cos’ x sen” x

Para este tipo de integrales hay tres posibles métodos de resolucion.

A) Si p es par y g es impar. En este caso utilizaremos el cambio de variables senx = t.

Ejemplo 20.

dx dt . .
J- — T J. — —> se trata de una integral racional
cos” x T (1=

t=senx > df = cosx dx
cosZx = 1—sen?x = 1-£

B) Si p es impar y q es par. En este caso hacemos el cambio cosx = 7.

Ejemplo 21.

6
COoS X ! . .
J. dx = —J. —dt — integral racional
sen x 1—-+¢

C) Si p es par y g es par. En este caso hacemos el cambio tgx = ¢. Para este cambio de

variable debemos tener en cuenta que

dt = df > dx = cos’ xdt = (1+1%)dt
cos” x
2 > 1 1
—=1+tg"x—>cos" x= —= >
cos” x I+tg"x 1+¢
2
sen’ x=1-cos’ x=1- lzzt—z
I+t 1+¢

Ejemplo 22.

‘
J. sen4 X ix = Itg‘ xdx = J.f(l +#*)dt —> integral inmediata.
cos” x
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Por 1ltimo, aparte de estos cambios, hay tres casos especiales que merecen nuestra
atencién puesto que no se resuelven aplicando estas reglas; se hacen utilizando férmulas y

relaciones trigonométricas:

Ejemplo 23.

1 1 1
J.senZ xdx :.[ ———cos2x |dx = i——sean—i—C
2 2 2 4

cos2x =1-2sen’ x = sen’ x = E—ECOSZX

Ejemplo 24.
1 1 1
J-coszxdxzj —+4+—cos2x x:£+—sen2x+C
2 2 2 4

, 1 1
cos2x =2cos’ x —1=> cos’ x :E+ECOSZX

Ejemplo 25.

thzxdx=J(l+tg2x—1)dx=J(l+th x)dx—de=tgx—x+C

CASO 2. Integrales irracionales.
Para obtener primitivas de funciones irracionales existen diferentes cambios con los
que obtenemos integrales mucho mads sencillas. Por ejemplo, para las primitivas de funciones

con raices de la forma

[ 7Kg @-4e" () .4g" o) i

siendo g(x) un polinomio de grado 1, tomaremos g(x) = ¢"" 74"
Ejemplo 26.

J.xlel —xdx = —ZJ #*(1-#*)dt — integral inmediata

1l-x=£
Ejemplo 27.
TR A £+ 12d¢
J J P —12+"dt = J‘ﬁlﬂ“di = J. — integral racional
Va(1- \/_> T 17 (1= £ (1=1) t1-1)

x = Al
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Ejercicios resueltos

1. j (x —2)"*dx

5/2
Solucién: [ (x -2)**ax = % +C= %w/(x e

2. I e* coserdx

Solucion: Haciendo el cambio de variable ¢ = e, resulta Je" cose* dx =sene* +C.

3.0 [x(x?+3) ax

Solucién: Haciendo el cambio de variable ¢ = 2x* +3 nos queda

252 34/3
(22" +3) +C=i(2x2+3

J.)C(Z)c2 + 3)1/3dx = l—
4 4/3 16

t2

3 2
Mdt:Itdt+.|.5dt—4.|‘i2dt=—+5t+i+c
t 2 t

Solucion: '[ >
t

2
5. Jsenx cosxdx

.2 1
Solucién: Tomando ¢=senx nos queda Isen2 xcosxdx = gsen3 x+C.
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6. jln—xdx

Soluciéon: Mediante el cambio de variablez = Inx , resulta

2 2
jlnxdx jtdz=—+c (Inx)” , ¢
2
X
7. dx
J 1+ x*
Solucién: El cambio de variable 7= x* nos conduce a
1/2
= —arct t+C
I 1+x* I 1+22 8

8. IxZ In x dx

Solucion: La resolvemos por partes tomando:

1

u=Inx, du=—dx
X
+

dV:x2dx, V:?

de donde resulta:

3 3
Jx lnxdx——lnx I——dxz—lnx——szdx::x—lnx—lx +C
3 3 3 9

9. Ixcosxdx

Solucion: Tomando
u=x, du=dx
dv=cosxdx, v=senx
nos queda

chosxdx :xsenx—jsenxdx =xsenx +cosx +C
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10. I(lnx)zdx

Solucién: Integrando por partes, con

u=(lnx)2 , du=2%1nxdx ,
dv=dx, v=x
resulta
I(lnx)2dx=x(lnx)2—2jlnxdx

y volviendo a integrar por partes, ahora con

u=Inx, duzldx
X ’

dv=dx, v=x

llegamos a

J(lnx)zdx = x(Inx)’ —2[xlnx —Jxldx} = x(Inx)* —=2xInx +2x +C
x

11. Jx«/1+xdx

Solucion: Integramos por partes, tomando

u=x, du=dx
dv =~ x +1dx, v:g(x+1)3/2

de donde obtenemos

[x1+x ax :2—(x+1)3’2 —I%(x +1)" dx = %"(x +1)*"? +%(x +1)"?+C

x
3

12. J. e’ sen2x dx

Solucién: Integramos por partes dos veces. Tomamos en primer lugar

{u =sen2x , du=2cos 2xdx}
b

dv=e“dx, v=e"

de donde resulta

=717 -



Iex sen2xdx = e* sen2x—2jex cos2xdx .

Volviendo a integrar por partes en la integral que resta, con

{u =cos2x , du=-2sen 2xdx}

dv=e'dx,v=e"
se llega a
je’“ sen2xdx = e* sen2x — 2[e" cos2x + 2.[ sen2x e"dx] =
=e"sen2x —2e’ cos2x — 4I sen2xe’dx.

Por tanto,

SJ. e'sen2xdx =e*sen2x —2e* cos2x,

de donde obtenemos que

Iex sen2xdx = %[sen 2x —2cos2x]

x+1
13. J.)c3+xz—6xdx

Solucion: Las raices del denominador son:
x* +x? —6x :x()c2 +x—6) =x(x-2)(x+3).

Por lo tanto

jx—”dxzjfdﬁj deHj

C
3 5 dx .
X +x°—6x X -2

X
Calculamos los coeficientes A, By C, tomando el minimo comin multiplo en los cocientes
anteriores, de donde resulta:
x+1=A(x+3)(x—-2)+ Bx(x —2)+ Cx(x +3)
De esta forma, igualando los coeficientes del polinomio anterior obtenemos que
Az_—l,B:_—z,C:i.
6 15 10
Por tanto,
(x _ 2)3/10

X1/6(X+3)2/15 +C.

J‘#dx =i~ S lnfx +3)+ Il 2|+ C=n
X7 +x7 —6x 6 15 10
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14.

IX3+2XZ+X_2
x* +3x% +2

Solucién: Calculamos primero las raices del denominador: x*+3x*+2=0. Para ello

hacemos el cambio de variable x> =y. Entonces, como y* +3y+2=(y+1)(y+2)=0, el
denominador tiene raices complejas y se escribe x* +3x* +2 = (x* +1)(x* +2).

Por tanto,

}+2x*+x-2 Ax+B Cx+D
4 2 ) 3
X" +3x°+2 x“+1  x“+2

X’ +2x" +x-2=(Ax+B)(x’ +1)+(Cx + D) (x* +2) =
=(A+C)x’ +(B+ D)’ +(24+C)x +(B+2D)

Igualando coeficientes, tenemos

1=4+C

2=B+D

1=24+C
-2=B+2D

de donde obtenemos A=0, B=—4, C=1y D=6.

Asi pues,
X +2xr+x-2 -4 xX+6 1 2x 1
= dx + dx = —4arctgx + — dx +6 dx =
-[ xt+3x2 42 J.x2+2 J.x2+2 . 2jx2+2 J.x2+2
6 X
=—4arctgx +Invx® +2 + —arct [—j+C
s 22
3
5. | 2 i
(x* -1)

Solucién: El denominador tiene dos raices reales, 1 y -1 de multiplicidad 2:
(¥ =1)" = (&> = 1)(x* = 1) = (x = D) + D(x = )(x +1).

Por tanto,

2x3 A B C D

2 + 2+ + 2
(x2_1) x-1 (x-1)" x+1 (x+1])

luego,

=719 -



2x° = A(x —1)(x +1)° + B(x +1)> + C(x + 1)(x —=1)* + D(x — 1)’
Dando valores a la x tenemos:
1, 2=4B
-1, —-2=4D
0, 0=-A+B+C+D
2, 16=94+9B+3C+D

X
X
X
X

de donde obtenemos A=1, B=1/2, C=1y D=-1/2.

Asi pues,

e ] e e R v

()62—1)2 x+1)
-1)" +1)"
:1n|x-1|+l(x ) +1n|x+1|_lu+cz
2 -1 2 -1
:1n|x2—1|+l SR +C=In|x*-1|-——4——+C
2ix+1 x-1 x- -1

x +1

Solucion: Como el grado del numerador es mayor que el del denominador, dividimos el

numerador entre el denominador obteniendo:
xt—Tx = (x3 + l)x — 8x.

Por tanto,

4

J.x+1dx J.dx 8J.x+1dx'

El polinomio x° +1 = (x + 1)(x2 -X+ 1) tiene una raiz real, x= -1, y dos raices complejas.

Por tanto,

x A Bx+C

3 - + 2
x+1 x+1 x"-x+1

luego,
X=Ax*—Ax+A+Bx*+Bx+Cx+C

Igualando coeficientes, tenemos

0=A+B
1=-A+B+C
0=A4A+C

de donde obtenemos A= -1/3, B = C = 1/3.
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Asi pues,

4
J-x dx jdx SI -:_—SU. 1/3 1J~ x+1 Zj:
X +1 X +1 x+1 -x+1
2
=x—+§1n|x+1|— Ix—de
2 3 x+1
2
:x_+§ln|x+1|_§(lj‘ 22X 1 dx+J. 23/2 dx):
2 3 3827 x"—x+1 x —x+1
2
=x—+§ln|x+1|—iln|x2—x+1| 8 arctg| 2 — x-12 +C
2 3 3 NG NP
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Ejercicios propuestos

1. Calcular las siguientes primitivas:
2 —2xdx
a. dt b.
IG—9V IVx2—4
1/t
d. jet—zdt e. Ixzezxdx
g. J.e" sen x dx h. jxlnxdx
3xT -7x -2 4x* -1
jo | ————dx kK. | ———
! -[ x—x J2x(x2+2x+1)
2xt+2x* - 2x+2 2t -1
m. dx n. at
-[ X —xt—x+1 It2+4
2
0. Jcos3 xsen’ x dx p- J cotg ; ar
cosec
sen x 2
S. | cos”3xdx
-[\/cosx -[
3x +1 X +2
u. | ———=dx V. | ———adx
S i
2. Calcular las siguientes integrales definidas:
L od 2 dx
a. J;/(33x 2)* dx b. jo o
1 3 x3 — 42 _
d.Jx3exdx e.j XoAx3x-8
0 4x° —6x> +12x -8
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dx
“ | i
f. J.xsenxdx

i. J arcsen x dx

L J4x +2x— 1dx
x4+ x2
- 2x-5
. | ———
Jx2+2x+2

q. thz xsec? x dx

t. Jx{/mdx
dx
o B

/4 2
c. Jo tg” xdx

0
£ J- . VJ1+2x

x+1



