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1. Introduccion

El area es un concepto por todos conocidos a través del estudio de varias figuras
geométricas: rectangulo, triangulo, cuadrado, circulo, poligono, etc.

Generalmente se piensa en el drea como en una magnitud que mide, de algin modo, el
tamafio de una region acotada. Cuando estas regiones tienen la forma de alguna de las figuras

geométricas antes citadas, se dispone de formulas para calcular su area, por ejemplo:

area=axb

a

Ahora bien, si se desea calcular el area del conjunto A, habrd que desarrollar un
método, ya que no existe ninguna figura geométrica de esta forma y por consiguiente tampoco

hay ninguna expresién que determine su area.

Podriamos calcular el valor

aproximado del 4rea de A mediante la

X
suma de varios rectangulos de la forma:
area (A) ~ area (4,) + area (4,) +
+érea (4,) + éarea (4,) +érea (4,)
X
Ejemplo 1. Hallar el area de la regién limitada por la curva y = 7, y la recta vertical x = 3.
Solucion. Puede estimarse el area mediante la suma de las superficies de seis rectangulos.
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Se divide el intervalo [0,3] en seis subintervalos mas pequefios, cada uno de ellos de longitud 1/2:
01/2] [1/21] [1,3/2] [3/22] [2,5/2] [5/23]
Se dibuja sobre cada subintervalo un rectangulo de altura igual a la curva y = x° en el punto medio de ese

subintervalo. Facilmente puede comprobarse que el area total de los seis rectangulos es:

1V 1 2y 2 2 2 2
(_) ._+(ij ._+(§) .l+(z) L2 L) L gos9s
4) 27\a) 27\4) 27\4) 27\4) 27\4) 2

Este valor no es exactamente el 4rea del conjunto dado; es Gnicamente una estimacion de dicha area. Parece
razonable esperar que cuantos mas rectangulos se consideren, mas aproximado sera el valor de la suma de las
areas de dichos rectangulos al valor exacto del area del conjunto dado .

En esta idea se basa el concepto de integral definida de Riemman, como se verad a
continuacién, una vez establecidos algunos conceptos previos a los que se hara referencia
posteriormente.

¢ Sea f una funcion definida en el intervalo [a,b] tal que fix) > O para todo x € [a,b],

se denomina conjunto ordenado de f a la parte del plano comprendida entre la grafica

def yeleje OX, estoes: A = {(x,y) e R?/ a<x<b,0<y< f(x)}.

fx)

0| a b

El conjunto ordenado de f es objeto de nuestro estudio ya que una vez que se conozca
como calcular su area, serd posible evaluar el area de cualquier region plana.
¢ Dado el intervalo [a,b] (a < b), se dice que P es una particiéon de dicho intervalo si

P ={xy,X{,0sX, 1, X, } CON Xg =aA <Xy <Xy <...< X, ; <X,=Db.

n-1»
¢ La particion P divide a [a,b] en n subintervalos [xifl,x,-], con i =1, ..., n. Se denota
por Ax; a la longitud del subintervalo i-ésimo, es decir, Ax; = x; —x,_,. El valor

A = max{Ax,,...,Ax,} se denomina didmetro de la particion.

Ejemplo 2. Dado el intervalo [1,4], P= {1,2, 3,4} es una particién de [1,4] en tres subintervalos [1,2],
[2,3] v [3,4] de longitud 1. P = {1, 3,7/2, 4} es también particién de [1,4] en tres subintervalos [1,3], [3,7/2],
[7/2, 4] con diametro A = 2. Una particién del intervalo [1,4] que lo divide en un nimero 7 de subintervalos
de igual longitud se define como P= {1, 1+ A, 14+2A, .., 4 — A 4}, siendo

4-1 3 i 3 6 3 . .
A= =—,esdecit, P= {1,1+=,1+—, .., 4 ——, 4}. Por ¢jemplo, pata » = 12 se tiene A =1/4 y pot
7 7 7 ” 7
tanto: P = {1, i é l 2, 2 & H 3, E & E 4.
4 4 4 4 4 4 4 4 4
6/4 10/4 14/4
| ! | | ] | | | I ) ] 1
b t T f I T T I I T I l 1
5/4 /4 9/4 11/4 13/4
. ) 154,
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2. Planteamiento y definicion

Sea f una funci6n continua no negativa en el intervalo [a,b] y sea A el conjunto

ordenado asociado del cual se desea conocer su area.

fx)

0| a b

Inicialmente calcularemos el area hallando el limite de una suma de areas de

rectangulos. Para ello, se divide el intervalo [a,b] en n subintervalos [xH,xi], i=1,...,n, con
ayuda de la particion P = {x,,x,,....x, ;,x,}, donde xy=a<x; <X, <..<Xx,,;<x,=b.

Esta particion divide a su vez al conjunto 4 en n subconjuntos 4,, 4,, ..., A, de forma que

area (A) = area (4,) + area (4, + ... + area (4,).

Y

Al A, Ay A,

X
AF XgX| Xy X3 eeeernnnns x =b

Por ser f continua, el teorema de los valores extremos garantiza que para todo
i =1, ..., n,f tiene un minimo y un maximo en cada subintervalo [x,-_l,x,-], esto es:
dm; € [xH,xi] tal que f(m,) = minimo valor de f en [xifl,x,-]
3 M; e[x,_,x;] tal que f(M;) = maximo valor de f en[x,_;,x;]
El é4rea de cada conjunto A4, (i = 1, ..., n) se puede estimar por el area de un rectingulo
inscrito 7, o circunscrito R; que tenga por altura f(m,) o fiM,) respectivamente y por base Ax; .

Entonces paracadai = 1, ..., n se tiene:

area (r,) < érea (4, < érea (R)

o lo que es igual,

fim) Ax, < drea (4) < fiM) Ax, .
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Sumando estas areas asociadas a la particion P, con didmetro A, desde i = 1 hasta
i = n se tiene:
D fm)Ax, < drea(A) < f(M)Ax, [1]
i-1 i=1

Se denomina:

Suma inferior a s(A) = Zn:f (m;)Ax;

i=1

Suma superior a S(A) = Zf(Mi)Ax,. .

i=1
Algunas propiedades de estas sumas son las siguientes:

(i) Para cualquier particion P, con didmetro A, se verifica s(A)<S(A).
En efecto, paratodoi = 1, ..., n, es trivial que fimi;) < fiMi). Como Ax; > 0
fimi) Ax; < fiM) Ax,
y sumando desde i = 1,..., n

S(A) = Y fm)Ax, < D" f(M)Ax, = S(A).

i=1 i=1

(ii) Para cualquier particion P, con didmetro A, se verifica
s(A)= m(b - a)
S(AY< M(b - a)
donde m = minimo valor de f en [a,b] y M = mdximo valor de f en [a,b].
La comprobacién de esta propiedad es inmediata ya que paratodo i = 1, ..., n
m< f(m;)) , M= f(M,).

Por lo tanto aplicando las propiedades de los sumatorios

-6.5-



n

s(A) = Zf(mi)Axi > Zn:mAx,- = mZn:Axi =m(b - a)
i=1 i=1

i=1

S(A) = Zn:f(M,.)Axi < Zn:MAx,- = Mzn:Axl- =M®b-a).

i=1 i=1 i=1

Graficamente:

fx)

AR

I \J2yTs

a b

fo) fx)

R | R | R, R

Siguiendo con el célculo del area del conjunto ordenado A, obsérvese que de [1] se
tiene:
s(A)< area(A) < S(A).
La aproximacion con que estiman s(A) y S(A) el area de 4, depende de la particion
P. Se mejora la aproximacién considerando particiones con mas y mas subintervalos, es decir,
tomando particiones cuyo didmetro A tiende a cero.
Supongamos, por ejemplo, que se divide por la mitad cada subintervalo de la particién

inicial P de [a,b]. Se tiene entonces:

Xog t X X, +X X, ++X
P':{O,O lx 1 Zx X n-1 n,xn}

2 27/V] o 2 9Ny e N1 2
A .. .
de didmetro A'= — que determina en [a,b] 2n subintervalos y divide al conjunto 4 en 2n

subconjuntos 4,.

Comparando las particiones en n y 2n subintervalos, se observa que

S(A)<SS(A') 'y S(A)=S(A").
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y La suma inferior crece al y La suma superior decrece

crecer n f al crecer n f

La suma de las areas de los rectingulos inscritos crece cuando se considera la
particion P' y se aproxima mas al verdadero valor del area de A ya que en la suma inferior
asociada a P' se incluyen areas de zonas no consideradas en s(A) (partes oscuras en el
grafico). Por una razon similar, decrecen las sumas superiores.

Esto sugiere que subdividiendo P', de manera que el didmetro A de cada una de las
particiones que se van considerando tienda a cero, puede obtenerse que los limites:

lims(A) y lim S(A)
A—0 A—0

coincidan y sean iguales al valor real del area de A.

Ejemplo 3. Calcular el area del conjunto ordenado de  f(x) = x en el intervalo [0,2].
Solucién.
f)

oo La funcién fx) es continua en [0,2]. Dividamos el

intervalo [0,2] en n subintervalos de igual longitud

2-0 2
Ax, = =2 =1,

|
I
i
! 7 7
|
I
|
I

0 2
. .y 2. 2, . »
Los subintervalos de la particiéon son de la forma |—(G—1),—:i|, /=1, .., » y el didmetro esA=—.
n n n
Como f(x)=x es creciente en [0,2] su valor minimo en cada subintervalo lo alcanza en el extremo inferior

del mismo y su valor maximo en el extremo superior. Por lo tanto,

S(A)Y= Y f(m)Ax, = Z%(i—l)% = %Zi—%21
=1 i=1 i=1 i=1

. n n 2 ) 2 4 n )
S(A)= D M)A, =Y ===
i=1 =t 7y
Teniendo en cuenta las férmulas de las sumas (progresiones aritméticas):
A 4 2 4 ) 2
7 2 n 7 7 ” 2 7
Tomando limites cuando el didmetro de la particién tiende a cero, es decir, #—> o, resulta

lim 5(A) = lim(w—ij =2 5 lim S(A)= ]im(wj =2,

A—0 n—>0 Vi

s(A) =
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n
Consideremos ahora la suma I(A) = Z F(C)HAx, asociada a una particion P de diametro A, donde C es
7
i=1
un elemento cualquiera perteneciente al intervalo /~ésimo de dicha particion. En el caso de la funcién
f(x)=x en [0,2], tomando como C' el punto medio de cada subintervalo [XH, x,.] se tiene:
7

2 ]

n)n i=1 i=1 n n

Tomando el hmlte cuando #—> o (es decir, A = 0) se verifica

Jim I(A) = lim ((’”D—Ej:z

A—0 n—>0 7 Vi

Este valor 2 es, precisamente el area del conjunto ordenado de f(x) = x en [0,2] ya que, dicho conjunto es
un triangulo y por consiguiente su area es:

base-altura 22 _»
2 2

La suma

IA) = ) f(C)Ax,
i=1
se denomina suma intermedia o suma integral. Trivialmente se puede comprobar que para

cada particion P, de didmetro A se verifica:
S(A) < I(A) < 8(A) [2]
A partir de estas sumas intermedias se establece la definicion de integral definida como

sigue:

Definicion 1. Sea f definida y acotada en el intervalo cerrado [a,b] y sea C, un punto del
subintervalo i-ésimo [xifl,xi] de anchura Ax; de una particion P con didmetro A . Entonces

si el limite de las sumas intermedias

li )AX;
lim ;f(C,)Ax,
existe, denotaremos este limite por
b
[ rax

y lo llamaremos la integral definida de f entre a y b. En este caso se dice que f es integrable

en la,b] y se escribird:

Joreas = tim 3. rcpns,

Teniendo en cuenta [2], puede afirmarse también que f es integrable en [a,b] si

lim s(A) = lim S(A)
A—0 A—0

y el valor de este limite es precisamente, la integral definida de fen [a,b].
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Los elementos que aparecen en la notacion de integral definida son:

[ renax
a...... limite inferior de la integral
b.... limite superior de la integral
Xeeweiineannn, variable de la integral
[a,b] ...... intervalo de integracion
JO) o integrando

Esta expresion denota el drea del conjunto ordenado de fen [a,b]

a

b
fl) o N

X

0 a b
[0 = drea 1) [ foordr = — drea 8)

En el desarrollo efectuado en esta seccién se ha considerado que f es una funcidn
continua en [a,b], sin embargo esta condicion no se impone en la definiciéon de integral
definida. La continuidad de la funcién no es una condicién necesaria para su integrabilidad, de
hecho existen, como se vera después, funciones discontinuas pero integrables.

Con algunas pequefias modificaciones, el desarrollo que nos ha conducido a la
definicion de integral definida, es valido cuando f es simplemente una funcién acotada en
[a,b]. Asi, una pregunta que surge de manera natural es: ;Qué funciones son integrables?

Una condicién suficiente de integrabilidad la da el siguiente teorema.

Teorema 1. Si f es continua en [a,b), entonces f es integrable en [a,b].

Ejemplo 4. Calcular la integral definida de f{x) = 2 en [0,2].

Solucién.
fx)

5 Por ser flx) = 2 continua en [0,2], sabemos que
! es integrable y su integral definida es el area del
: conjunto A.
. 2

A / [ 2dx=irea(4)
I 0
//: x
0 2
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2
Se considera una particién del intervalo [0,2] en # subintervalos de igual longitud Ax =— de la forma:
”
2i—1) 2 ,
_ i=1,..n
n "
La suma intermedia asociada a esta particion es:

2= 2, N2 I, o,
Zf([ ”DA,. Z‘Z” ”;4 ”4 4

. 2 . )
Tomando limite cuando A =— — 0, o lo que es lo mismo, cuando #—> 00, se obtiene:
7

hm I(A)=1lm4=4
Asi pues:
2
| 2ax=4
0
Este resultado también se puede obtener geométricamente:
area (A) =largo -ancho =2-2=4

3
Ejemplo 5. Calcular I xdx .
0

Solucién.
fx) Se considera una particion de [0,3] en #
! 3
: subintervalos de longitud Ax =— de la forma:
‘ n
1 3(i—1) 3i
! [Q, z:| i=1,.n
! " ”
| x
0 3

Como fx) = &’ es continua y estrictamente creciente en [0,3] alcanza su valor mfnimo en cada subintervalo
de la particiéon en el extremo inferior del mismo, y el maximo en el superior. Teniendo esto en cuenta,
calculamos la suma inferior y superior asociadas a la particioén:

A>=Zf(@) B DI

i=1

S(A) = Z f(%)Ax,. = Z”—zﬁ == ”—32%

i=1

de donde
VLS 27[nn 4 D@u+1)  n(n+l) ]+ D@utl) 27(n+1) 27
S(A) = ”{ZZ 22 +Zl} { p -2 5 +n:| . Tt
S(A) = 27|:ﬂ(ﬂ+1)6(2ﬂ+1)i| _ 9(n+12):22n+1) .

Tomando limites cuando el didmetro de la particién tiende a cero, o lo que es equivalente en este caso,
cuando 7 — o, se obtiene

9(ﬂ+1)(2ﬂ+1)_27(ﬂ+1)+£j_9
2n° n’ n )
lim S(A) = lim A+ D2n+1) _

A—0 n—>0 2”2

lim s(A) = li (

A—=0

3
. . . 2 :
Como ambos limites coinciden, existe J. x“dx yesiguala9.
0
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2 1 0< 1
Ejemplo 6. Calcular j f(x) dx delafuncién f(x)= ) X
0 <
Solucion.
0 A diferencia de los ejemplos anteriores en
principio no se sabe si fes integrable en [0,2], ya
2 A que no es continua en dicho intervalo.

Consideremos también en este caso una particién
de [0,2] en 7 subintervalos iguales de longitud

Ax=—.
n

0

La suma intermedia es
n/2 2 n/2 2

I(A)= Zf(Ci)Axl, = Zf(c’)fz 21;+ 32

n

=241
2
ya que
C e01] cuando i=1, ..., %
}7
C e[1,2] cuando 7= —+1,..,7
Asi pues

Tomando limites cuando 7 — o
lim I(A)=1lm3=3.
A—0 A—0
Por tanto, existe la integral definida de fx) en [0,2] y su valor es 3. Es decir

sz(x) dx = 3.

Esto esta de acuerdo con el resultado que se obtiene si se calcula el area comprendida entre la grafica de [y el
eje OX en el intervalo [0,2]:
area (A4) =drea (A) tarea(A)=1-1+1-2=3.

Este es un ejemplo de una funciéon que no es continua en el intervalo pero si es integrable.

i 1 xeQnlo]
Ejemplo7.  Caleular [ /(x)dv donde f(x)= R

0 0 xe[O,l] y esirracional
Solucion. Esta funcién, en principio, no se sabe si es integrable en [0,1] pues presenta infinitas
discontinuidades en dicho intervalo. Se considera una particion P ={x,,x,,...,x,} cualquiera de [0,1] de
didmetro A = max {|xi - XH| i=1,. ..,n} . Dado que cada subintervalo de la particién contiene un nimero

irracional, el minimo valor de f en cada subintervalo es 0. Del mismo modo, en cada subin tervalo hay un
nimero racional, por lo que el maximo valor de fen cada subintervalo es 1. Asi

S(A) =D fm)Ax, =) 0-Ax; =0 5 S(A)= f(M)Ax; =D 1-Ax, =1
i=1 i=1 i=1 i=1
y tomando limites cuando el diametro de la particién tiende a cero, se obtiene
lims(A)=1lm0=0 ; lmS(A)=1lm1=1.
A—0 A—0 A—0 A—0

1
Como estos limites no coinciden, no existe j f(x) dx , es decir, fno es integrable-Riemman en [0,1].
0

Este es un ejemplo de una funcién que no es continua en el intervalo considerado y tampoco es integrable,
aunque si es acotada en [0,1].

-6.11 -



Puesto que no todas las funciones son integrables, es 1gico preguntarse qué funciones

b
ademas de las continuas en un intervalo [a,b], son tales que existe J f(x) dx . La respuesta a
a

esta cuestion se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 2. Sea f: [a,b] >R una funcion:
1) Si f es mondtona, entonces es integrable.
2) Sifes continua, entonces es integrable.
3) Si fes continua en [a,b] — F, con F un conjunto finito de puntos de [a,b], entonces f

es integrable en [a,b].
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3. Propiedades de la integral definida

Proposicion 1.Sean fy g dos funciones integrables en [a,b], entonces se verifica que:
a b a
@ [ foac=0 y [ fedr=-] fo dx
a a b
(b) Linealidad.

. jbk-f(x)dx =k jbf(x)dx para todo k € R

o [Trmzew]dr= [ fw act [ g ax

Demostracion. La demostracion del punto (a) es inmediata. Respecto al punto (b)
comprobamos que se cumple la segunda igualdad (la demostracion de la primera es aniloga).

Por ser fy g integrables en [a,b], se verifica, de acuerdo con la definicién

b . ) n
J f@) dx=Tim I,(A) = m;ﬂqm

b n
jagm dx = 1im 1,(A) = lim ;g@mi .
Para cada particion P de [a,b] con didmetro A se tiene

) FCIAx + g(CIAY, = D [F(C)+8(C)] Ax,
i=1 i=1

i=1

asi pues,

J $oey e[ o) ax = tim D AC)AY +lim D (G, =

= lim [Zf<q>Ax,~ +Zg<c,~>Ax,~) = lim Y [£(G)+2(C)] Ax, == [ [£(0) + gl
i=1 i=1 i=1 a

y, por tanto, f + g es también integrable en [a,b]. 0

A partir de estas propiedades se deduce:

e La suma de funciones integrables en un intervalo [a,b] es otra funcion integrable
en dicho intervalo.

e El producto de una funcién integrable en [a,b] por una constante, es una funcién
integrable en el mismo intervalo.

Puede afirmarse entonces, que el conjunto de todas las funciones integrables en un

intervalo [a,b] es un espacio vectorial.
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Proposicion 2.

(@) Toda funcion constante en un intervalo [a,b] es integrable, verificandose:

b
Si para todo x, f(x) = C, entonces f Cdx =C(b—a).
(b) Sea fintegrable en [a,b], se verifica que
b c b
j f(x) dx = j F(x) dx +j f(x) dx con ce(ab).

(c) Invariancia frente a traslaciones.

Si f es integrable en [a,b], entonces para todo c e R

_Cﬂmw=jzju—ow.

Demostracion.

(@ La funcién fix) = C para todo x € [a,b] es continua y por tanto integrable en dicho

intervalo. Por definicién,
b n n
jaCdx = g});f(qu,. - m;cmi =limCb-a)=C@b-a)

Obsérvese que:

égéi;// 'c fcw:mﬂ&=cw‘w
| %/ X
7 b

b—a

(b) Si fes integrable en un intervalo dado, también lo es en cualquier subintervalo contenido
en el mismo. La justificacion geométrica de esta propiedad es muy sencilla.

o) El érea del conjunto 4 =A4,+A, es el valor
b
de J f(x)dx . Por otra parte

area (A) = area(4,) + area(4,),

siendo

drea (A,) = j CF0) dx
N :

a ¢ b drea (4,) = jb F(x) dx .
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(c) Geométricamente esta propiedad significa lo siguiente:

b
area (A) = j F(x) dx

b+c b+c
area(d") = j o(x) dx = j fx—c)dx .

a+c

y ambos conjuntos tienen el mismo area ya que A~ es el conjunto A desplazado. Se verifica

[ e st

Proposicion 3. (Propiedades de comparacion)

Sean f'y g dos funciones integrales en [a,b] .

(i) Si f(x)>0 para todo x €[a,b] entonces '[bf(x) dx>0.
(ii) Si f(x) < g(x) paratodo x €[a,b] entonces J.b f(x) dx Sjbg(x) dx.
(iii)  La funcion |f|(x) =|f(x)| es integrable en [a,b] y

7o e = [l ar.

(iv) Sea f una funcién continua en [a,b], si m'y M son el minimo y el mdximo valor

respectivamente de f en [a,b], se verifica

m(b-a) < jb F(x)dx <M(b-a).

Demostracion.

i

b n
@) Puesto que f es integrable en [a,b]: .[a fx)dx = ilir(l) I(A) = llilg) ; S(C)HAx

Para cada particion P de [a,b] con didmetro A, la suma intermedia es no negativa:
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3 A(CAx, 20
im1

pues f(C) =0 paratodo C, € [a,b] paratodoi =1, ...., n.

Asi pues, la integral definida de f en [a,b] serd mayor o igual a cero, ya que es el

limite de cantidades no negativas.

(ii) Sea h(x) = g(x) — fix), aplicando la propiedad (b) se obtiene la integrabilidad de 4 en
[a,b]. Por otra parte, como g(x) > f(x) para todo x € [a,b], la funcién £ verifica hA(x) > 0 para

todo xe [a,b]. Aplicando (i) se tiene

b
j h(x)dx> 0.
Teniendo en cuenta la linealidad de la integral definida
b b b
j h(x)dx = j g(x)dx — j F(x)dx .
De ambas expresiones se deduce que

jb g(x)dx > jb F(x)dx .

(ili)  La integrabilidad de la funcién |[f|(x) = |fix)| puede comprobarse sin dificultad a

partir de la definicidn.
—|f(x)| < f(x)<|f(x))  paratodo x [a,b].
Teniendo en cuenta la integrabilidad de f'y |f| (y por tanto, de—|f]) y el apartado anterior, se

verifica

[ e v [ av < [ r0o] ax
o lo que es igual

[ ax < [70x) dv < [|7(0)] ax
que, por la definicion de valor absoluto, es equivalente a

[reags [ rcofar.

(iv) Porser m y M los valores minimo y maximo de f en [a,b] se verifica m < fix) <M

para todo x € [a,b]. Las funciones constantes g,(x) = m y g,(x) = M son integrables pues

son continuas. Aplicando (ii)
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b b b
j mdxsj f(x)dxsj Mdx
y a partir de la propiedad (c) se obtiene

m(b-a) < jb F(x)dx < M(b-a).

Graficamente esto significa:

£(x) La desigualdad es equivalente a

Ml area (r) < area (A) < area (R)
donde r es el rectingulo inscrito en el
conjunto A, de base el intervalo [a,b] y de
s N NAVAavaE altura m, y R es el rectangulo circunscrito
X al conjunto A, de igual base que el anterior

0F a b y altura M.

0

Observacion. Obsérvese también, que en las propiedades de las sumas inferiores y superiores
ya se obtenian los valores m(b—a) y M(b—-a) como cota inferior y superior, respectivamente,

de dichas sumas.

Teorema 2. (Teorema del valor medio)

Sea f una funcion continua definida en [a,b]. Entonces existe c¢ € (a,b) tal que

[ rooax = £ -a).

Demostracion. Sean m y M el minimo y el maximo de f en [a,b] (existen por ser f
continua en dicho intervalo). Dividiendo en la desigualdad de la propiedad anterior (iv) por

(b—a) se tiene

1
b-a

m<

jb F(x)dx <M.

Por el teorema del valor intermedio se verifica que existe ¢ € [a,b] tal que
m<flc) <M

luego

1 b
f© = [ fooar

y de aqui se deduce: Ib fx)dx = f(c) (b-a).
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Graficamente esto significa:

b
Si f(x) es positiva J f(x)dx es el area de

fx) | la regiébn comprendida entre [a,b] y el
| grafico de f. El teorema del valor medio
fle) b 2N ‘ , )
afirma entonces que hay un rectingulo de
‘ base [a,b] y altura f (c), cuya area coincide
|
! N con la de la regién, para un cierto
ol a c b c €la,b].
Ejemplo.8. Encontrar para que valor de ¢ € [0,3] se verifica el teorema del valor medio para la integral
de la funcién  f(x)=x".
Solucién.
En un ejemplo resuelto anteriormente se obtuvo:
3
f&) ; J xldx=9.
| 0
i Teniendo en cuenta el teorema del valor medio
3 ‘ 1 3, de=f9=a
‘ — | xTdx=f0=
| 3 - O 0
I X 9
5 \/3‘ 3 es decir, ¢ = 3 =3 y, por tanto ¢ = V3.
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4. Laintegral como funcion del intervalo: funcién integral

Dada una funcién f definida en [a, b], una vez comprobada su integrabilidad en el

b
intervalo [a,b], el valor de J f(x) dx coincide con el area del conjunto ordenado de f. Ahora
a
bien, si f es integrable en [a,b] también lo es en cualquier subintervalo [a,f] donde ¢ es
cualquier valor comprendido entre a y b, por tanto puede calcularse para cada 7 del intervalo

[a,b] 1a integral de fen [a,f].

Obviamente,
!
[ ax

tomara valores distintos dependiendo del valor que tome ¢, asi puede definirse una funcién F
en el intervalo [a,b] con valores en R de tal forma que a cada ¢ le haga corresponder el valor
del area del conjunto ordenado de fen [a,f].

Esta funcion F se denomina funcion integral. La definicion formal es la siguiente:

Definicion 2. Sea f funcion integrable en [a,b]. Se define la funcion

F:[a,b] > R
> F() = jt F(x)dx

A la funcion F se le denomina funcion integral de f en [a, b].
Graficamente, el significado de esta funcién es:

F() es el valor del area del conjunto

rayado (siempre que f sea una funcién no

negativa).

|
|
|
|
|
|
| |
) |
| |
| |
| |
| |
| |
! |
a t b
Esta funcién tiene importantes propiedades que nos permitirin encontrar una forma

mas sencilla de calcular integrales definidas a partir de la relacién, que veremos que existe,

entre el concepto de derivada y el concepto de integral.
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Es evidente que si f es una funcidn integrable en el intervalo [a,b], existe, como ya se
indic6, su funcién integral y ademis es tunica, pues la integral de f en [a,f] es el area del

conjunto ordenado de f'en [a,f] y el rea de un conjunto es Unica.

Teorema 3. (Primer teorema fundamental del cdlculo integral)
Sea f definida, acotada e integrable en [a,b]. Sea F:[a,b]—> R su funcion integral
definida por:
F(t) = Jlf(x)dx para todo t <[a,b].
Entonces,
(i) F(t)es continua para todo t €[a,b].

(ii) Si f es continua en t, €[a,b], la funcién integral F es derivable en t, y se verifica 'y

F'(ty) = f(t)-

La segunda parte del Teorema 3, nos permite entonces afirmar, que si f es continua en
[a,b], la funcion integral F es derivable en [a,b] y se verifica

F'(x) = f(x) paratodo x €[a,b].

En efecto, sin pérdida de generalidad puede suponerse que f es no negativa en [a,b].

fx)

El area del conjunto rayado es
AF = F(t+ Ar) - F(1)

ya que por la propiedad de aditividad con Af > 0, se tiene que:
t+At t t 1+At t 1+At
Fe+a0-F@0) = [ foode-[ foode = [ foode+ [ fode - [ fooar = [ foax

que teniendo en cuenta el significado de la integral definida, es precisamente el area del
conjunto rayado.
El valor de esta area estd comprendido entre los valores de las superficies de los

rectangulos r y R.
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d t t+Ar b

Y E
o

0 a‘ t t+ At
Es decir,
F(m)AL < AF < F(M)At
donde
f(im)= minimo valor de fen [z, + At]
fiM)= méximo valor de fen [z,f + Af]
y ambos existen ya que f es continua en [¢,7 + Af] .
De f(m)At < AF < f(M)At se obtiene

F(t+ Ar)-F(r)

Sf(m) < ”

< f(M).

Por ser f continua, cuando Az — 0", f(m) y f(M) tienden a f(z), asi pues, tomando

limites en la expresion precedente cuando ¢ tiende a cero por la derecha
F@t+At)—-F@)

f < Jim == < £(0)
f)=F, @)

Procediendo de manera aniloga para AF = F(t)— F(t — At) se obtiene f(¢) = F'_(¢). Por

tanto, finalmente para todo ¢ €[a,b]se obtiene f(¢) = F'(¢) . 0

Basandonos en este teorema, enunciamos el segundo teorema fundamental del calculo
integral, que nos ofrece un método mas sencillo para obtener el valor de la integral definida

de una funcién continua.

Teorema 4. (Segundo teorema fundamental del cdlculo integral)

Sea G una funcion diferenciable en [a,b] y su derivada G'= f una funcion continua e

integrable en [a,b]. Entonces la funcion f es integrable en |a,b] y su integral es

J.Z”(x)dx = G(b) — G(a) (Regla de Barrow).

b
Nota. Usualmente se denota: I f(x)dx = G(x)|z = G(b) - G(a).
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Demostracion. Como f es continua en [a,b] es integrable y su funcién integral F(t) es

derivable en [a, b], de acuerdo con el teorema 3, se verifica
F'@) = U[f(x)dx) = f(t) = G'(t) paratodo t €[a,b].

Como F y G son derivables en todo punto f €[a,b] y F'(f)=G’(t) existiri una
constante K tal que
F(t) = G(t) + K paratodo ¢ €[a,b].

Ademas F(a)=0, por tanto K=—G(a). Finalmente se obtiene el resultado ya que

[ Feoax = Fb) = 6 - Gty
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5.  Funcién primitiva

Los teoremas fundamentales del calculo nos ofrecen una forma mas “sencilla” de

calcular la integral definida de una funcidn continua f. Para obtener el valor de
b
[ ronax

bastard con encontrar una funcién derivable G cuya derivada sea f en [a,b], una vez
determinada esta funcidn, el valor de la integral definida de f en [a,b] es simplemente
G(b)-G(a).

Las funciones que cumplen la condicion de tener derivada igual a una funcion dada, se

denominan primitivas. En concreto se tiene la siguiente:

Definicion 3. Sea f una funcion definida en [a,b] con valores en R. Se dice que F es
primitiva de f'en [a,b] si y solo si para todo x €[a,b] se verifica

F'(x) = f(x).

Observaciones.

(a) Teniendo en cuenta la definiciéon anterior, si F es primitiva de f entonces es continua y
derivable en [a,b].

(b) Si F es funcién primitiva de f en [a,b] entonces G(x) = F(x)+ K,K € R también lo es,
ya que para todo x €[a,b]

G'(x)=(Fx)+K)'=F'(x)=f(x).

Por tanto, la funcién primitiva de f si existe no es #nica.

(c) Si f es continua en [a,b], teniendo en cuenta la definicidon anterior y el Teorema 3, se
verifica que la funcién integral asociada a f es una de sus primitivas en [a,b]. Asi pues,

toda funcion continua, tiene una funcion primitiva.

Ejemplo 9.
@) Una funcién primitiva de f(x)=x" en R es
3
x
Fix) ==
ya que,

2

F'1(X)Z3T=X = f(x).

3
También es primitiva de f la funcién F,(x) = X? +2.
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2x six €[0,2)

no es primitiva de ninguna funcién [0,4] ya
10-3x six €[2,4] prmiy gona funcion [04] y

(if) La funcién definida por F(x)= {

que no es derivable en x =2.

2 si x €[0,2)
-3 si x €[2,4]

funcién continua y derivable en [0,4] cuya derivada coincide con f observar que la funcién F del ejemplo
anterior no puede ser la primitiva de £

no tiene funcién primitiva, esto es, no existe ninguna

(i)  La funcion f(x)z{

En resumen, el clenlo de la integral definida de una funcion continua f se “reduce” (no siempre es fdcil) a encontrar una de las
primitivas y aplicar el Teorema 4.

(iv) Calcular la funcién integral de  f(x) = x, x € [1,4] .

La funcién f(x)= x” es continua ,y por tanto integrable en [1,4], existe pues, su funcioén integral G,

que por el Teorema 3 sera continua y derivable. Teniendo en cuenta el Teorema 4 y el ejemplo (i)
4 3
G(t)= j x’d = F(£)— F(1) con F(x)= % .
1
3
Asi pues, G(7)= 373 es continua y detivable en [1,4] y es también una primitiva de f(x)= x".
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6. Integral indefinida

Como ya se ha indicado la funcién primitiva (a diferencia de la funcion integral) si
existe no es Unica. El conjunto de todas las funciones primitivas de una determinada funcidn,

se denomina integral indefinida de la misma. En concreto se tiene.

Definicion 4. Sea F'(x) = f(x) para todo x, la familia de funciones {F(x)+c, c e R} se
denomina integral indefinida de f'y se denota por:

j F(x)dx = F(x) + ¢

Proposicion 4. (Propiedades de la integral indefinida)

(i) Si f es una funcion derivable, se tiene,

[ £ eodx = foy+c.

o d
@) (] rax) =
(iii) Linealidad
«[ (£ + gOodx = [ foyax + [ g0 .
*Iaf(x)dx = aj f(x)dx paratodo a €R

(iv) La diferencial de J f(x) dx viene dada por: %(J f(x)dx)dx = f(x)dx .

La demostracion de estas cuatro propiedades es inmediata, basta con aplicar la

definicion de integral indefinida.

El proceso del célculo de las primitivas de una funcién f se denomina infegracion de
f vy es el proceso “inverso” a la derivacién, como puede observarse a partir de las
propiedades (a) y (b).

Los procesos de calcular primitivas y derivadas difieren en dos aspectos importantes.
En primer lugar, algunas funciones elementales no tienen primitiva elemental, como por
egjemplo f(x) = ¢ . En segundo lugar, un ligero cambio en la forma del integrando puede

ocasionar un fuerte cambio en la primitiva, por ejemplo:

X
1+x°

dx = arctgx + ¢ ; I dx=%1n|x2+1|+c.

1
J. 1+x?
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Algunas integrales indefinidas de funciones de uso frecuente son (siendo f una

funcién derivable):

n+l
a) j[f(x)] F(x0)dx = f(x)l tesinz-1
b) ]}((;‘))dlen|f(x)| .

c) Jf' (x)e!Pdx = e/ + ¢

d) J.f’ (x)sen[ f(x)]dx = —cos[ f(x)]+ ¢

e) Jf' (x)cos[ f(x)]dx = sen[ f(x)]+c

£ se?[Flds = el 0]+

Q) f £ (x)cosec’[ f(x)]dx = —ctg[ £(x)] + ¢
f'x) 1 f(x)

h) P f(x) ———dx = o arctg[ p }

0) J.\/% = arcsen[fil )}

i | \/f(x)(% —Inlf(x)+ () £ | +c

' g 1 f®-a

k S
fx)?-a a |f(x)+a

~

La demostracién de estas once expresiones es inmediata, basta con derivar en el
segundo miembro de cada una de ellas, respecto a x y comprobar que dichas derivadas
coinciden con la funcién integrando.

Por ejemplo, para e):
(—cos[ f(x)] + ¢)' = —(cos[ f(x)]+ €)' == —(—f" (x)sen[ f(x)]) = " (x)sen] f(x)] .

Evidentemente, existen otras muchas funciones que tienen primitiva, aunque puede no
ser facil encontrarla. Estudiaremos mas adelante métodos para encontrar una funcion primitiva

de una funcion.

Ejemplo 10.
3

0 Caleular [ 2x—5)xdx.
0

Por las propiedades de linealidad de la integral definida

j.(ZXZ —5x)dx= jZXZ dx—j.Sde= ijzdx—Sj xdx .
0 0 0 0 0
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Las funciones f(x)=x"y g(x)=x son continuas en [0,3], por tanto tienen funcién primitiva. De acuerdo

con la expresion primera de la tabla anterior, se verifica:

X2+] X3 1+1 XZ
J.xzdx= teop=—+¢ ; '[xdx= +eo, =—++¢,
2+1 3 1+1 2
Finalmente, teniendo en cuenta el Teorema 4
f X ’ X ’ 9
Jex? —53dx=2 Zte, | =5 Zte, | =-=
3 2 2
0 0 0
n/4
(i)  Calcular J.(l — tg x)dx.
0
e sen x T senw
I(1—tgx)dx— I(l— Ydx= de— j dx.
. cos x cos x
_senx . T . I
La funcién f(x) es continua en l:O, z} , tiene por tanto funcién primitiva que calcularemos con
cos x

ayuda de la tabla de integrales indefinidas.

'[ XX = —J.de donde g(x)=cosx
4(%)

COS X

asi pues, a partir de la segunda expresion de la tabla precedente

/4
" /4 BT T T V2

/
1—tgx)dx= +1n(cos x =—+In(cos—)—In(cos0) =—+In—-.
£<g>x|0<>|04<4><>42
1+x —1<x<0
(iif) Calcular la funcién integral de f(x)=41-x 0<x<1 enelintervalo [-1,2].

x—1 1<x<2

/ es continua en [-1,2], pero no es derivable en

todo el intervalo.
/ no tiene derivada en x=0y x=1.

La funcién integral es  F(z)= I S (e )dx

' # # 1
=l ——— =t —.
2 2 2

1 t t 2
— Size[-10]: F(f)=:[1(1+x)dx=:[1dx+jxdx=x|”_l +"7 :

2
La expresion Y +7 +E nos da el valor del area situada bajo la grafica de fcuando x varfa de —1 a #

- Si #€[0,1], aplicando la propiedad de aditividad de la integral definida:

F()= jf(x)dxz jf(x)dx—i— jf(x)dxz j.(l-i-x)dx+j.(l—x)dx= j.(l—i-x)dx—i-j.dx—jxdx:

t ;2
S P
2 2

La expresion —+(f——j nos da el valor del area del conjunto ordenado de fen el intervalo [-1,4] con

e[o,1].

-]

1
2
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- Sirzel1,2]:
0 1 0

F() = jf(x)dx: Ja +x)dx+j(1—x)dxj'(x—1)dx: J'(1+x)dx+j'(1—x)dx+j'xdx—jldxz

-1

2] 2 2
t 1 b2 3
—><|;:1+ —— |- =—=t+=
2 2 2 2

= '0[(1 + 3)dx+ ':[(1 - X)dx+x71

-1

Asi pues, la funcién integral es
1 /2+1+1/2 8 —-1<1<0
F)=31/2+1t-1"/2 s 0<z<1
£2/2-143/2 s 1<rL2.
Como ya sabemos por el Teorema 3, es continua en [-1,2] y ademas como fes continua en todo el intervalo,

F es derivable para todo ¢ e[—l,Z] . La representacién grafica de Fes:
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7.  Aplicaciones de la integral definida: calculo de areas

b
Como ya se ha visto J. f(x) dx representa (si f es no negativa en [a,b]) el drea del

conjunto ordenado A. Con pocas modificaciones podemos obtener el area de una region
limitada por dos curvas, a partir de una integral definida adecuada.

Consideremos el conjunto del plano definido por
B={(x,y) eR a<x<b, gx)<y< f(x)}
donde f y gson dos funciones continuas en [a,b] y g(x)< f(x) para todo x €[a,b].

Graficamente B es como se indica en la siguiente figura:

y

f
/]

a b

El método para calcular el area de B se indica en el siguiente:

Teorema 5. Si f y g son funciones continuas en [a,b] y g(x)< f(x) para todo x €[a,b]

entonces el drea de una region plana definida por

area(B) = j:(f(x) —g(x)) dx .

La interpretacion de este resultado es:

Y y

f ! f | \

/7 s T

g | | gl |
| 3 x x k | x
a b a b

area de laregionentre f 'y g area de la region bajo f area de la region bajo g
b b b

[Go-gopax = [ fxa - [ gy ax.
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Ejemplo 11.

i Hallar el 4rea de la regién limitada por y=x"+2 |, y=-x, x=0y x=1.
g por y J y

La region cuya area ha de calcularse es de la forma:

y y=x+2 Si denotamos por  g(x)=—xy f(x)=x"+2
entonces g(x)< f(x) para todo x € [0,1] ] ya
que X" +2 >-x  para  x 6[0,1] pues
x?+2 +x20 en[01].

Aplicando el Teorema 5, tenemos:

AL

1
0 T irea(B) = jﬂ ((* +2) = (=)dx=
—1 1 1 1 17
= J. xzdx-i-J xdx+ 2_[ dx=—
y=—x 0 0 0 6
(if) Hallar el 4rea de la regién comprendida entre y=4—x> |, y=x-2¢ y=-3x-6.
y La paribola y=4-x tiene interseccién con el eje

OXenx=-2 y x=2.

Las rectas y=x—-2 e y=-3x—0 se cortan en el
punto (-1,-3) y tienen interseccién con la parabola en
(2,0) y (-2,0) respectivamente.

x Si denotamos por f(x)=4—-x", g(x)==3x-6y

ﬁ>//\2 2,(x)=x—2 se verifica
-2 [(x)2 g,(x) para todo x e[-2,-1]

f(x)2= g,(x) paratodo x € [—1, 2]

Por tanto el area del conjunto rayado es:

Jt;(4 — = (=3x— 6))dx+ J.: (4 — - (xx— 2))dx = 3.’.:21 xdx+ 10-’.:21 dx— j:: ~dx+ 6dex— J.:xz dx— ijdx =

2|t 3|7 3)? 2|2
- ’ ’ 3 1 8 8 1 1
=35 41070 - 4o -2 S =2-6-104204 - —2+1246-———- 24—=22,
5 31, 31, 2|, 2 33 3 3 2
(iif) Hallar el drea de la region comprendida entre  y° =4x e y=2x—4.

Rama positiva de la

parabola su ecuacion
es y= 2 cortan en los puntos cuyas coordenadas son

solucion del sistema de ecuaciones

La paribola y* =4x ylarecta y=2x-4 se

y2=4x .
sustituyendo la 1% en la 2*
y=2x-4
2 2++/4+32 4
97 =-8-4y =0 y=—--—"-—=
-2 2 -2

Rama negativa de la
parabola su ecuacion

esy=2\/x

Cuando y=4 entonces x=4 y para y=—2, x=1.

Obsérvese (a partir de la figura) que:
245 <24x para x €[0,1] 5 2x—4 <24/x para x €[1,4].

Asf pues, el area estd dada por la suma de las areas de los conjuntos A, y A,, es decir,
1 4
drea =drea(A )+ area(A4) = J’) @x— (—2\/9_6))dx+'L @x = @x—4))dx
(
1 4 4 4
= 4.[ &dx+ 2.[ &dx— 2.[ xdx+ 4'[ dx=9
0 1 1 1
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El area de este conjunto puede hacerse con una unica integral respecto a la variable y. En efecto,

giremos 90° grados hacia la izquierda la figura anterior, y después efectuemos una rotacién sobre el eje x de
180°. Se obtiene

+4
Si se denota por g(y) = ]T y f(y)= J/Z , entonces g(y)< f(y) paratodo y e[—2,4] . Por tanto, de

acuerdo con el Teorema (cambiando x por ) se obtiene:
+f y+4 J}Z 1 ¢4 1 4 1(J/+4)24 1]34
area(.A) = <L 2 == + Dy —— 2y=—2 L 2
P ‘[2[ 2 4 JJ ZLU K 4-[—2J YT 2 43,

-2

=9.

En general, para determinar el area entre curvas hay que calcular:

e Integrando en la variable x

y

x=b
area = J (curva sup.—curva inf.)dx

X=a

X
0
e Integrando en la variable y

y

d
P y:d .
area = j (curva der.— curva izq.)dy

y=c
X
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8.  Aplicaciones Econémicas

(a) Obtencion de una funcion a partir de su funciéon marginal.

Dada una funcién (por ejemplo, funcion de coste total, CT, funcién de inversion, I,
etc.), al derivarla obtenemos la funcién marginal correspondiente (por ejemplo, funcién de
coste marginal, CM, funci6n de inversion marginal, IM, etc.). Por el segundo teorema
fundamental del célculo integral, sabemos que el proceso de integracion es el inverso del de
derivacion. Asi pues, dada una funcién marginal deberiamos poder obtener, integrando, la

funcién correspondiente.

Ejemplo 12.  Sea la funcién C'(g) =8e* (euros por unidades producidas), donde la variable g representa

la cantidad de bien producido. Para hallar la funcién de coste total integramos la funcién de coste marginal
C(g)=4e"" + £

y, como los costes fijos son de C, =54 ecuros, entonces 54 =C(0)=4e’ +£& < £=50 vy, por tanto,

C(g) =4€ +50 (euros).

(b) Inversion y formacion de capital.

La formacion de capital es el proceso de aumentar un stock dado de capital. Si modelamos
el stock de capital como una funcidon del tiempo, K(f), y consideramos el proceso de
formacién de capital como un proceso continuo en el tiempo, entonces la derivada del stock
de capital respecto del tiempo, dK/dt, modela la tasa de formacién de capital. Ahora bien, la
tasa de formacion de capital en un instante ¢ coincide con la tasa de flujo de inversion neta en

dicho instante, que se denota por I(¢); esto es,

dK(r)
& 1(r)

y, por tanto,
K(1) = jl(z) dr .

Obsérvese que el capital K tiene cardcter de stock, mientras que la inversién neta 7
tiene caracter de flujo. Esto es, K(¢) representa la cantidad de capital existente en cada instante

t e I(¥) representa la tasa de inversion (neta) por periodo de tiempo en cada instante z.
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Si queremos valorar la formacion de capital durante un intervalo de tiempo [a,b], y no

sOlo la trayectoria temporal de K (esto es, K(f) = Jl(t) dt), utilizaremos el concepto de

integral definida de Riemann, siendo
b
J I(t)drt = K(t)|z = K(b) — K(a)

la acumulacién de capital durante el intervalo de tiempo [a,b].
Obsérvese que el capital K en cada instante ¢ es igual al capital inicial K(0) mas el

acumulado pues

[ 19ds = K(s)y = K@) - K©) = K(t) = KO)+ [ 1(5)ds

Ejemplo 13. Si el flujo de inversion neta viene descrito por la funcién I(#)= 6¢"* (cientos de euros por
afio) y el stock inicial es K(0)=50 (cientos de euros), entonces la trayectoria temporal del capital viene dada
por

K= [1(r)dr = [ 6/dr =45+ (cientos de euros)

y como 50 = K(0)= £ (cientos de euros) tenemos que la trayectoria temporal del capital es

K()= 477 + 50 (cientos de euros).

1/2

Ejemplo 14. Si el flujo de inversion neta viene descrito por la funcién I(#)=6¢"'" (cientos de euros por

afio), entonces la formacion de capital durante el segundo, tercer y cuarto afio, vendra dado por la integral
definida

4 4
[1tdr=[ 6" dr=4r"| } =32-4=28 (cientos de euros).
1 1

(c) Beneficio y flujo de beneficio.

Si modelamos el beneficio como una funcién del tiempo, B(f), y consideramos el proceso
de aumento o disminucién de beneficio como un proceso continuo en el tiempo, entonces la
derivada de la funcion beneficio respecto del tiempo, dB/dt, modela el flujo de beneficio; esto
es, como cambia el beneficio en cada instante de tiempo. Luego, el flujo de beneficio en un

instante ¢ viene dado por la funcién
daB
B(t)y=—(
Q) & Q)
y, por tanto,

B(t) = j B (t)dr .
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Si queremos valorar el beneficio obtenido durante un intervalo de tiempo [a,b], y no

s6lo la trayectoria temporal de B (esto es, B(t) = JB’ (t) dt), utilizaremos el concepto de

integral definida de Riemann, siendo
b
J B'(t)dt = B(t)|z = B(b) — B(a)

el beneficio obtenido durante el intervalo de tiempo [a,b].

Ejemplo 15. Si el flujo de beneficio viene descrito por la funcién B'(#) = 6+ +2¢ (cientos de euros por

afio) y el beneficio inicial es B(0)=10 (cientos de euros), entonces la funcién beneficio viene dada por
B(r)= j B(r)dr = j (68 +2¢) dr =28 + 7> + £ (cientos de curos)
y como 10 = K(0)= £ (cientos de euros) tenemos que la funcién beneficio es

B()=2#"+#*+10 (cientos de euros).

Ejemplo 16. Si el flujo de beneficio viene descrito por la funcién B'(#)=6¢" +2¢ (cientos de euros por

afio), entonces el beneficio durante los cinco primeros afios viene dado por la integral definida

J':B’(t)dt = [(67 +20)dr = @7 +7)| § = 250425 =275 (cientos de euros).
0 0
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Ejercicios resueltos

1. Calcular utilizando la definicion de integral de Riemann la integral de f(x) =x—-1 en

el intervalo [0, 2].

Solucion:

La funcién f(x)=x-1 es continua en el intervalo [0,2] y, por tanto, es una funcién

integrable Riemann en dicho intervalo. Para el cilculo del valor de la integral consideramos la

siguiente particion del intervalo [0,2]

p-fo2 4. 205D o)

nn n
. . . . 2 .
La particién P divide al intervalo [0,2] en n subintervalos de longitud Ax; = —. Ademas el
n

. . 20-1) 2i . . .
subintervalo i-ésimo es de la forma [M, —l} con i =1,...,n. El didmetro de la particién
n n

2 . . . .
es A=—, ya que todos los subintervalos tienen la misma longitud. Tomemos ¢; como el
n

punto medio de cada subintervalo. Esto es,

(2(1‘—1) 2ij 2i 1
¢ = | ===,
n n)2 n n

La suma intermedia para f asociada a esta particion es:

I<A>—zf<c>Ax zf(__l)z _z(ﬁ_l_ljz _

n)n “S\n n

n
_2(41____j zzl zzl_zznllzizn(n;l)_iz”_g”

:2(n+1)_3_2
n n

Tomando limite cuando A — 0 o equivalentemente cuando n — o« se obtiene

M—z—zjzo.
n n

2

j(x Dax = lim (A) = (
0

Este resultado también puede obtenerse a partir de la grafica de f y la interpretacion

geométrica de la integral definida en términos de areas.
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/—1

2 xeQ

es integrable en el intervalo [-1,1]. ;Es
3 xcR-Q g [-1,1]. ¢

2. Analizar si la funciéon f(x) = {

facotada en dicho intervalo?
Solucion;:

La funcién f(x) tiene un nimero infinito de discontinuidades. Para ver si f(x) es integrable

en [-1,1] calculamos la suma superior e inferior y analizamos si sus limites coinciden. Para
ello, consideramos la siguiente particion del intervalo [-1,1]

Pz{—l, —1+z, —1+i,..., _1+2(n—1), 1}
n n n

La particion P divide al intervalo [-1,1] en n subintervalos de longitud Ax; = —. Como en
n

cada subintervalo hay nimeros racionales e irracionales, el valor maximo M; de la funcion en
cada subintervalo es 3 y el valor minimo m; es 2. Las suma inferior y superior de Riemann

para f asociadas a esta particion son:

. L2 43 4
s(A):;miAxi:;“Z;:;;l:;n:Af.

n noy g 6
S(A):ZMZAX?, :;322521251126

i=1
Tomando limites cuando A — 0 o equivalentemente cuando 7 — o se obtiene

lim s(A) =4 # lim S(A) =6

n—o0

y la funcién f(x) no es integrable en [-1,1] aunque si es acotada en dicho intervalo.
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3. Hallar el valor de la integral definida de las funciones cuyas graficas se indican a

continuacion en los intervalos que se sefialan:

a)  [05]
y
3
2\
| I
0 3 5
b [-53]
y
ol
~
_s -2 /"
_31 1 0 11
v - 717 \ !

Calculamos el valor de la

interpretacion geométrica de la

integral definida

integral definida en términos de areas.

a)
Y [0,5]
3
2 5

de las funciones propuestas usando la

0 3 3 X
P 15 19
.[f(x)dszlJrAz = +2=—.

0
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b)

5
Jf(x)dx:_A1+A2_A3 +A4:—AI+A4 :—%—}—3:%.
-5

2t 0<r<l

, ide:
t+2 1<r<3 5¢ pie

4. Dada la funcién f(¢) = {

a) Calcular la funcién integral F de la funcién fen el intervalo [0,3].
b) (Es continua F en [0,3]?
¢) (Es derivable F en [0,3]?

d) /;La funcién f tiene funcién primitiva?
Solucién:

a) La funcién f es integrable en [0,3] ya que es continua en [0,3] salvo en el punto t=1. Por

tanto, la funcion integral de f existe.

N jmw=x2 0<x<l1
Foo=[fod=1° | ) ;
0 jztdt+j(t+2)dt=x—+2x—— l<x<3
0 1 2 2

Asi pues,
2
X 0<x<1

F(x) =1 x?2
x) x—+2x—i 1<x<3
2 2

b) La funcion integral siempre es continua en el intervalo en el que esta definida. Es claro que

2

1= lim F(x) = 111{1[% +2x - %J = lim F(x) = lim x* = 1= F(1).
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c) La funcién integral F es derivable en todos los puntos en los que es continua la

funcién f(¢) . Asi pues, F es derivable para todox [0,3] conx = 1. En efecto

f— 2_
F )= lim FA+A)-F1) _ . (0+A0)° -1
Ax—0" AX Ax—0~ Ax
(1+ Ax)? 3
~ ST 21+ A - -1
F )= tim ZFAOZFD b 2 _3,
Ax—0" Ax Ax—0~ AX

Como F+' (1) # F (1) la funcién F no es derivable en x =1.

d) La funcién f no tiene primitiva en [0,3].

t 0<r<1
5. Dada la funcién f(¢) = {t* 1<t<2, sepide:
r+2 2<t<4

a) Calcular la funcién integral F de la funcién fen el intervalo [0,4].
b) Calcular F(}%),F(2),F(3),F(4).
c) (Es derivable F en [0,4]?

Solucion:

Representamos graficamente la funcion f:

Y 6

a) La funcién integral de f es continua y derivable en [0,4] por ser f una funcidén continua en

dicho intervalo:
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x 2
jzdz:x— 0<x<l
2
X 01 X 3
1 x 1
Fx)=|f@dt = |tdt+ |Pdt ==+=——-= l<x<2
) _([f() { j Tt 33 x
(x+2)
jrdz+jtdt+j(z+2)dt_ 8 2<x<4
1 6
Por tanto
2
* 0<x<l1
23
F(x) = %+% 1<x<2 .
2
w+2)” 3, y<a
2 6
1 12
i 1 1
b) J.f(t)dt - — - yaque — €[0,1].
) 8 2
2 3
:jf(t)dt:% —:%7 ya que 2 (1,2].
0
: (3+2)° 31 44
3= [fyar =222 2% 3 e(2,4].
) !f() 5 e =g yaaue €(2,4]
“ (4+2)? 31 77
4)= [ foyar = ~2 = yaque 4 (2,41,
) 2 6 6

¢) La funcién F es derivable en [0,4] y su derivada es la funcién f. De hecho, F es una

funcion primitiva de f.

6. Para las funciones cuyas graficas se indican en el ejercicio 3 hallar para la primera el

valor de su funcion integral en los puntos 0, 2, 3, y 5 y para la segunda el valor de su funcién
integral en los puntos -3, -1, 2y 5.

Solucion:

a) Las regiones con areas A4, y A4, estin representadas en las soluciones del ejercicio 3 a).
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0
F(0) = j f(t)ydt =0
0

: 15
FO) = [fodi=4==
0

5
F(5)=jf(t)a't=Al+A2 :175+2:%
0

. 16
FQ)= j fode =45 ==
0

b) Las regiones con areas A4,,4,,A4; y A, estan representadas en el ejercicio 3 b). Ademas se

representa a continuacion la region con drea A;.

-5 -3

-3
F(-3) = j f(ndt = -1
-5

—_—
AS

-1 -3 -1
F(-1) = j f(t)dt = j F(t)dt + j ft)ydt =—-1+0=-1
-5 -5 -3

As

2 -2 0 2
FQ) = j F(t)dt = j f(t)dt + j f(n)dr + j f(t)dt = %
-5 -5 -2 0

—_— — —
- Al AZ - A3

5 -2 0 2 5
F(5) = j f(t)dt = j f(t)dt + j F(t)dt + j F(t)dt + j ftydt = —% +3= % .
-5 -5 -2 0 2
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7. Hallar la funcion integral de f(x) = e ' —x? enel intervalo [1,5].

Solucion:

_x ) _ t—l_ﬁ
F(x)_j(e t)dt)—(e 3]

1

8. Hallar (si existen) las funciones primitivas de
a) f(x)=e* 1 en [1,3].
b

-1<x<1

en [-1,2].

X
®) f(x):{e" 1<x<2

2x—-1 1<x<2

1,4].
3x2 -9 2<x<4 en [1.4]

) flx)= {
Solucion:

1
a) G(x) = Ee“ +Inx+C.
b) f no tiene primitivas en el intervalo [-1,2] ya que f no es continua en x =1 pues

lir{; fx)=1= lir111 fx)=e.

c¢) Las funciones primitivas de f seran aquellas funciones continuas de la forma

x*-x+C 1<x<2
¥ -9x+C, 2<x<4

G(x) = {

El ajuste de constantes se hace teniendo en cuenta que la funcion G debe ser continua en el
intervalo [1,4] por lo que

lim G(x) =2+ C; = lim G(x) = -10+ G,

x—2"

y, por tanto, C, = C, +12. Asi, las primitivas buscadas son

x2-x+C 1<x<2
¥ -9x+12+C 2<x<4

G(x) = {
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9. Indicar si las funciones

X —
a) G(x)= {2)6 _1

X —

2x -1
¢) Gy(x)= {xz

d) G,(x)=5e" +x*

x<0 11]
en [-1,1].
x>0
x <
en [-1,1].
x>
x<1
en [0,2].
x>1
en [-2,5].

pueden ser funciones primitivas de alguna funcion en el intervalo correspondiente. En caso

afirmativo, calcular la funcion f de la que la funcién G, , es funcién primitiva.

Solucién:
G xoloxs 1,1
) G =1, | o e L
y La funcién no puede ser primitiva de
i ninguna funcién porque no es derivable en
i todos los puntos del intervalo (-1,1), en
- 13 0 1 X concreto no es derivable en x =0 ya que
3 G.(0)=2#1=G, (0)
/=2
b Gm-{5" T e Ly
2241 x>0 D
y No puede ser funcién primitiva de ninguna
20 funcién por no ser derivable en [-1,1] ya
1 j que G, es discontinua en x =0 pues
13 lir{){ G(x)=1%-1= li%lf G, (x).
— 1 0 X X x—>
-1
/ -
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2x-1 x<1

0,2
x? x>1 n [ ]

¢) G;(x) ={

Esta funcién si es una funcién primitiva
pues es derivable en el intervalo [0,2]. Es
la funcién primitiva de

2 x <1

2x x>1

f(X)={

ya que Gy (x) = f(x).

d) G, si es una funcién primitiva ya que es derivable en [-2,5]. Justamente es la primitiva de

la funciéon f(x) = 5¢* +2x.

X 2 _
10. Dadas f(x) = y Fx)= J(Z 11] dr . Se pide:
0 r=1 0

a) Examinar la integrabilidad de fen [0,2].

b) Analizar la continuidad y derivabilidad de F en [0,2].
Solucion;
a) La funcién f es integrable en [0,2], ya que fes continua en dicho intervalo salvo en el punto
t=1.

2
lim[:] i YDE=D lim(c+1)=2 % /(1) =0

t—1 t—1
b) F es una funcién continua en [0,2] ya que es la funcion integral de f en dicho intervalo.

X/ .2 x x
Obsérvese que F(x) = J.(%jdt = [ f@war = [ @+ var
0 0

0
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X2 1 X 2
c¢) La funcién integral F es derivable en [0,2], pues F(x) = -[([t N dt = j(l +1)dt = x? +X.
B 0

0

11.  Indicar qué integral o integrales definidas habria que resolver para calcular el area de

los siguientes recintos (tanto por “franjas” horizontales como por verticales).

R dyv=x2—1
N Y =X
NN N
N N
ASERNERN \\\\
NN N
NN N
NN N & N
NN
4 X AR TR RN X
SOONOR N Y N
TR AN
AR DN
NN NN N
N N
SR
\\\\
N
.

c) Y
y=x—2
X
2

d) J
3
/ X
Yty =4 7\
1

Solucion:

a) La recta que corta a los ejes en los puntos (4,0) y (0,3) tiene como ecuacién 3x +4y =12.

5
e Por franjas verticales: area= J(lz -3 l)dx = g .

e Por franjas horizontales: &area

Il
—_——

b) Como la region es simétrica respecto del eje OY, al calcular el drea podemos considerar

s6lo una mitad de la regiéon y después multiplicar el area de ésta por dos.
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1 x* X
e Por franjas verticales: area= 2J (x - (x* - 1))dx =2 [7 ey + x]
0

-1

1 0
7
e Por franjas horizontales: 4rea= 2[J (1-ydy+ IJ v+ ldy] =3
0

c)
NE - Calculamos en primer lugar los puntos de
; 777777 interseccion de la recta y=x y la
: x—y=2 circunferencia x* +y* =4 .
0 1
w2 ! y=x
. }—>2x2=4—>x2=2—>x=i\/5
xX“+y" =
-2 X+y'=4
V2 2
e Por franjas verticales: area= j(x —(x-2))dx + J.(\/4 —x* —(x- 2))dx .
0 7z
. . V2 5 0
e  Por franjas horizontales: area= J:J (44 -y - y) dy + J 2(2 +y)dy.
(d)
Y 2y—3x=6
3 Calculamos en primer lugar el punto de
interseccion de las siguientes rectas.
: x—y=2 xX—y=2 4 2
. N S¥y=doy=-Tox=
3 X xX+2y=-2 3 3
_ i 3x+2y=6
— 43P,
7, 2y+x+2=0

e Por franjas verticales:

2

0 3

area = J(6+3x—_2_x)dx+j
2 2 2 0

2
(6—3x B —2—x]dx+J-
_ 2 2 2
3
e Por franjas horizontales:

0 3
area= (y+2)—(2—2y))dy+.[(ﬂ—u) dy:ﬁ,
0

(
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12. Hallar el area de las siguientes regiones:

a) Limitadapor y=x*+2,y+x=0,x=0,x=1.

b) Limitada por y* = 4x,y=2x—4.

) Rz{(x,y) eR? /x2+y£4,y2x—2,y+3x+620}.
X
2

d) Rz{(x,y)eRz/xySL Sys2x}.

a)
0 1
_1 77777
x+y=0
1 1
A(R)ZJ.(XZ +2_(_x))dx:J.(x2+2+x)dx:—

0 0

b)

Calculamos en primer lugar los puntos de interseccion de las dos curvas.

2

2 T
— +
x—4 —>y:y7—4—>y2—2y—8=0—>y=ﬂ

y=2x-4 2

4 >x=4
2o x=1

Calculamos el area de la region por franjas horizontales que utiliza s6lo una integral.
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4 2 4 4
T S A PR B (. PR N A A
A(R)—j( . 4de 2{( : )dy 0.

-2 -2

1 y+a?t 1y
SRS A S )
2 2 |, S
c)
y
4
y=x+2
y+3x+6=0

Calculamos en primer lugar el punto de interseccion de las dos rectas.

y-x+2=0
Y43r+6=0 —2>4x+4=0->x=-1>y=-3.

La region se divide en dos regiones, y se calcula el area de la parte superior por franjas

verticales y el area de la parte inferior por franjas horizontales.

2 0 2 2 0
— _y2 _ _y_6 _ _ 2 f- _
A(R)—f(4 x)dx+j[(2+y) (—3 ﬂdy_jmx jx dx+J(4+3y)dy_
-2 -3 -2 ) -3
[ 4y 16 18 50
3 ot e L AN RS T R T
3, 32, 3 33
d)
Y y=2x
2
| 2y=x
) B Y AN NN
’ | xy=2
& é X

1

X 2 x (3 21
A(R):j(2x--)dx+j(———)dx: = + [~ dx — - [ xdx =
0 2 1 X 2 02 lx 1
1 52
+2lnx|12—x7

0

2

—32 3
4

=—+2ln2—l+l=2ln2 .
4 4

1
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13.  Sabiendo que una funcién f es continua en [0,b] y satisface la ecuacion

.[ f(®dt = x + x* para todo x €[0,b], determinar f(x).
0

Solucion:

X
.[ f(#)dres la funcion integral de f, que ademas es derivable ya que f es continua. Entonces
0

por el primer teorema fundamental del calculo integral F'(x) = f(x) (siendo F(x) = J f(tdr)
0

para todo x €[0,b]. Por tanto,
f(x)=1+2x.

14. Si la funcién de costes marginales de una empresa estd dada por la funcion

CM,(Q) =C'(Q)=25-300—- 90’ y los costes fijos son CF =55. Calcular:

a) La funcién de costes variables.

b) La funcién de costes totales.
Solucion:

a) Puesto que el coste marginal es la derivada respecto de la cantidad producida de los costes

variables tenemos que:
CV(Q) = [ C(@)d0 = [ (25+300-90%)dQ =
=25[d0+30[ Qa0 -9[ 0*d0
=250+150° -30Q° + C.

Ahora bien, CV(0)=0. Portanto C=0 y CV(Q) =250 +150* -30Q°.

b) Los costes totales son los costes variables mas los costes fijos

CT(Q) = CF + CV(Q) = 55+ 250 +150* - 30°.
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15. Si se define la inversiéon neta como la variaciéon del stock de capital durante un

dK(1)

determinado periodo de tiempo, es decir = I(¢) y supuesto que el flujo de inversién neta

esta descrito por la funcién (7)) = 34/t (millones de euros por afio). Se pide:
a) (Es posible encontrar mas de una funcién K(¢) que defina el stock de capital?

b) Si la formacién de capital es el proceso de aumentar un stock dado de capital y

este proceso se considera continuo en el tiempo, supuesto que la funcion I(z) es la
definida anteriormente y que el stock de capital en =0 es K(0)=1000. ;Cuil
es la trayectoria temporal de K(z) ?

¢) Determinar el nivel de produccion de capital del quinto al octavo afio.
Solucion:

a) Todas las funciones

3
K(t) = jl(r) dt = j3ﬁ dt =212 +C

son funciones para las que se verifica I(¢) = ar@ .

b) Puesto que el stock inicial es K(0) = 1000 podemos determinar univocamente la trayectoria

temporal de formacion de capital pues en ese caso

3
K(0)=1000=2-0% + C—> C =1000

3

y K(1)=1000+2-72 .

c¢) La formacion de capital del quinto al octavo afio vendra dado por la integral definida

8 8 3 3 3
jl(z)dz:j3ﬁdz:2z2 =287 ~2-42 =16(242 - 1).
4 4

4

16. El equipo de marketing de la empresa Hoyo S.A. dedicada a la comercializacién de
videos ha estudiado que el ritmo de crecimiento de la demanda (en millones de euros por afio)

durante los cinco primeros afios de existencia de la empresa viene dado por la funcién

t . . . ~ C e
g = 3 Para aumentar las ventas, dicho equipo decide hacer una campafia publicitaria la
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cual da lugar a que el ritmo de variacion de la demanda sea segin la funcién
3 ) .
f(t):7—§(t—9) . Se pide:

a) Hallar la funcién que nos permita conocer la demanda en cualquier instante de
tiempo.

b) (Cual es la demanda después de 8 afios? ;Fue positiva la campafa publicitaria?

¢) ¢En qué instante la empresa deberd cambiar su politica publicitaria si no desea que

la demanda disminuya?
Solucion:
La variacion de la demanda es

a(r) =

N D~

a) La funcién que nos permite conocer la demanda en cualquier instante es una funcién cuya
derivada es la funcion d(z). Buscamos entonces una funcién primitiva de d. Ahora bien, como

d es continua, una de sus primitivas es su funcion integral.

t t 2
jd(x)dx:j%dx:i—o 0<r<5
D) = 2 % ‘ 3
jd(x)dx:jfdx+j(7——(x—9)2)dx t>5
5 8
0 0 5
Se obtiene por tanto
2
i—o 0<r<5
b = 15 8l
Tt—=(t-9) —— t>5
8 2
b) La demanda después de 8 afios es D(8)=56+%—%=%.

La campafia fue positiva ya que D(5) = f—g <D(8) = % .
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c¢) La empresa debera cambiar su politica publicitaria cuando la demanda comience a

daD(r)

disminuir, lo cual sucede cuando =d({)<0. Puesto que para t<5,d()>0,

analizamos el caso ¢ > 5
7—%(;—9)2 <o@g(z—9)2 >7< (t-9)° >5?6@z>9+ /? ~1332.

Al cabo de 13 afios la empresa debe cambiar su politica publicitaria.

17. En 1959 el valor real del grupo de empresas UMASA ascendia a 99 millones de

pesetas. Hasta 1968 la politica comercial y financiera practicada proporciond beneficios
crecientes segun la funcién f(7) = +/f (en millones de pesetas por afio). A partir de 1968 el

holding inici6 una fuerte expansion mediante la absorcion de empresas “cadaver” que hizo
quebrar la tendencia creciente de beneficios, los cuales pasan a ser f(¢) =12 —¢ (en millones
de pesetas por afio). Se pide:
a) Calcular el volumen de beneficios acumulados en la primera etapa.
b) Determinar a partir de que afio los beneficios empiezan a ser negativos y calcular
el volumen de beneficios acumulados hasta entonces.
¢) Determinar cuando es nulo el beneficio acumulado.
d) Si las leyes mercantiles presentes prescriben que las empresas cuyas pérdidas
acumuladas superen el 50% de su valor real sean expropiadas, determinar el afio

en que la administracién expropiara el holding.

Solucion:

Jt 0<t<9

La funcién de beneficios es f(¢) =
12—t t>9

a) El beneficio acumulado esta dado por la siguiente funcidon

t 22
, .[\/;dngtz 0<r<9
B = [ fydr =1°, : )
299
0 j\/Ede(lz—x)dx:12[—?—7 £>9
0

9

Asi pues el beneficio acumulado en la primera etapa (1959-1968) es B(9) = 18 millones ptas.
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b) El beneficio es negativo si f(¢) < 0, es decir , cuando ¢ > 12 . Los beneficios acumulados

45
hasta ese momento son B(12) = 7 .
La grafica de f(t)
Funcién de beneficios
El area es
B@3) !
— / I Beneficios negativos
|
| LN\
of 3 9 12\ t
La grafica de B(t) J{ Disminuye el beneficio
B(12)=45/2 - - acumulado
|
18 oo )
| I
| I
} I
I
| ! Funci6n de benefico
| ! acumulado
} |
| I
o
| I
I
BG) |- L ‘
3 9 12

c¢) El beneficio acumulado es nulo en el instante 7 que verifica B(T) =0 .

Esto es, el valor de T que satisface la ecuacion siguiente (pues para 7 <9, B(T) > 0

2
pr-L_2_
2 2

SUT-T?>-9=0T>-24T+99=0=T =

24% VI70 183,

El beneficio acumulado es nulo aproximadamente en julio del afio 1977 (1959+18,5).

d) Segin el apartado b) la empresa empieza a tener pérdidas pasados 12 afios. Las pérdidas al

cabo de T afios son

T

j 12 - t)dt =

12

2

4

T T2

12

—12T-——144 +
2

2
4 _or- T o,
2 2

La administracién expropia el holding si las pérdidas son superiores al 50% del valor real.

Por tanto, se trata de encontrar el valor de T para el cual

2
12T—T——72<—
2 10

T -24T+45=0—>T =

50.99

TZ

0

12T+72—92—9>0@T2—24T+45>0

2

24+ 4576 -180 24++396 24120 <22

2 2 2

Asi pues la administraciéon expropiara el holding en 1981 (1959+22).
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Ejercicios propuestos

4.

Hallar la funcidn integral de las siguientes funciones:

a) f(z) =sen2t en [0,3].

el —1<1<0
b 1) = en[-1,1].
) f(©) {t 0<t<1 [-1,1]
P+t 2<r<1
C 1= en [-2,4].
) JO {2; 1<r<q A

Hallar (si existen) las funciones primitivas de:

a) f(x)=x+1)* en (-o0,0).

lr%x 1<x<2
b) =X acr<a en [14]
2
3x7+2x  -1<x<0
C X) = en[-1,2
A {54 0<x<2 1.2l

Calcular el 4rea de la region R = {(x,y) eR*/0<y<|x,y>x*- x} .

Una empresa creada en 1988 (¢ = 0) y con unos costes fijos de 50 millones de pesetas

sabe que el ritmo de crecimiento de sus costes viene determinado por la funcién f(r) = ¢,

donde ¢ se mide en afios y f(#) en millones de euros por afio. Para disminuir sus costes de

produccion, la empresa decide en 1990 reducir personal. Asi, el ritmo de variacién de sus

costes cambia, y pasa a venir determinado por la funcién g(¢) =7+ 2. Se pide:

S.

a) Determinar la funcién de coste de la empresa.
b) Calcular el coste que tuvo la empresa en 1992.

c) (Fue acertada la decision de reducir personal?

Una multinacional sabe que durante sus diez primeros afios de existencia ha tenido

unos beneficios determinados por la funcion f(z) = % (t medido en afios y f(¢) en millones de

euros por afio). Para aumentar sus beneficios, la compafiia decide hacer una campafia
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D . . 1 32
publicitaria y, asi, sus beneficios pasaron a ser g(f) = —¢> +2f — —.

3
Se pide:
a) Calcular la funcién que determina el beneficio acumulado.
b) (Cual es el volumen de beneficios acumulados durante los 10 primeros afios?
¢) ¢(Cuando deberia cambiar la campafia publicitaria si la empresa no quiere que sus

beneficios decrezcan?
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