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1.  Limite de una funcién en un punto

Se considera la funcién f(x) = x> + 1 representada en la figura

El comportamiento que tiene en puntos proximos a x, =1, es decir, los valores que toma f

cuando x se aproxima a 1 se recogen en la siguiente tabla:

X 0.9 | 0.99 | 0.999 | 0.99999 1 1.0001 | 1.001 1.01 1.1
Fx) |191] 1.98 1.998 | 1.9998 2 2.0002 | 2.002 | 2.02 2.21

Se observa que al aproximarse x a 1 por valores cercanos a €1, ya sean mayores que 1
(por la derecha de 1) o menores que 1 (por la izquierda de 1), el valor de la funcion se

aproxima a 2. Ademas, f(1)=2.

Sea la funcién g(x) = x> +1. El dominio de definicion de g es R—{1}.

J
1

El comportamiento de g en un entorno de x, =1 es el mismo que el de f, la Unica
diferencia estriba en que f(1) =2 y g no esta definida en x, =1. Por tanto g se aproxima a
2 cuando los valores de x estan proximos a 1. Obsérvese que no ha influido en esta tendencia

el que la funci6n esté o no definida en x, =1.

41 six=zl
Sea la funcién /# dada por h(x) = v S.I x7 .
3 si x=1

D W
*
[
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La funcién # también toma los mismos valores que f y g en un entorno de x, =1,
por lo que & se aproxima a 2 cuando x tiende hacia 1, sin embargo (1) =3 # 2. Expresado
de otra forma, h(x) > 2 si x — 1. En consecuencia, se puede decir que :

fx)—>2
six—>1=>7g(x)>2
h(x) —>2

esto es, que el limite de f,g y h es 2 cuando x tiende a 1. Los valores de estas tres

funciones quedan arbitrariamente cerca de 2 cuando x tiende a 1 tanto por la derecha como
por la izquierda, independientemente de que la funcién tome en el punto el mismo valor del

limite (caso de f), no esté definida en x, =1 (caso de g) o que el valor que toma la funcién

sea distinto del valor del limite (caso de #4). Es decir, de forma intuitiva se puede definir el
limite de una funcién en un punto como el valor al que se aproxima la funcién cuando la

variable se acerca al punto. Esta idea intuitiva se formaliza en la siguiente definicion:

Definicion 1. Sea la funcion f:D — R,Dc R, definida en (x,—r,x,+r) para algin
r >0, excepto a lo sumo en x,. Se dice que el limite de [ en x, es L R, y se representa

por lim f(x)=L, si para cada €>0, existe & >0 tal que para todo x que cumpla

0<|x—x| <8 severificaque |f(x)-L|<e.

Dicho de otra forma, los valores de f se aproximan a L cuando x se acerca a Xx,.

Observando la figura se deduce que fijado € >0, el valor de & que cumple la definicién no

serd Unico, también servird cualquier 8, <o con o, > 0.

L+eg

L—¢

Ejemplo 1. Comprobar que lim(3x —1) =2 aplicando la definicién 1.
x—1

Solucion: Para cada €>0 hay que encontrar un &>0 tal que, para todo x que cumpla
0<|x=1 <8, se verifique |f(x)—L|<e.Como |f(x)—L|=|3x-1-2|<e=x—1|<e=|x—1 <g/3,

si & <¢g/3 se cumple la definicion.
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Al estudiar los valores a los que tiende una funcién cuando x se aproxima al punto

X,, hay que tener en cuenta que podemos acercarnos a x, por valores menores 0 mayores
que x,, lo que da lugar a los limites por la derecha y por la izquierda del punto, llamados

limites laterales.

2 si x<1

Sea la funcié = .
ea la funcién f(x) {1 G xo1

En puntos proximos a x, =1 los valores que toma la funcion son diferentes segun se
considere

x>1, x > 1" (x tiende a 1 por la derecha), f(x) tiende a 1
x <1, x > 1" (x tiende a 1 por la izquierda), f(x) tiende a 2

Se puede hablar, pues, de limite por la derecha y Ilimite por la izquierda de 1,

respectivamente. En general, y de forma intuitiva, el limite por la izquierda de f en x, es el
valor al que se aproxima la funcién al acercarse x a x, por valores menores que éste. El
limite por la derecha es el valor al que se aproxima la funcion al acercarse x a x, por valores

mayores que éste. Seguidamente se formaliza la definicion de estos limites.

Definicion 2. Sea la funcion f:D — R,D c R definida en (x,,x,+r) para algin r>0.
Se dice que el limite por la derecha de f en x, es L €R, y se representa por

lim f(x)=L,, si para cada ¢>0, existe 5>0 tal que para todo x que cumpla

0<|x—x0|<8 se verifica |f(x)—L1|<8.

Definicién 3. Sea la funcion f:D — R,D c R definida en (x,,x,—r) para algiin r>0.
Se dice que el limite por la izquierda de f en x, es L, eR, y se representa por

lim f(x)=L,, si para cada ¢>0, existe 5>0 tal que para todo x que cumpla

XX,

0<|x0—x|<8 se verifica |f(x)—L2|<8.
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Ejemplo 2. Comprobar que, dada f(x) =

2x+1 si x<1
x+3 si x21

i) lim f(x)=3
x—1"
ii) lim f(x) =4
x—1
Solucion:

j)La funcién estd definida como f(x)=2x+1 para x <1. En la siguiente tabla se recogen los valores que

toma dicha funcién:
X 0.9 0.99 0.999 0.9999
%) 2.8 2.98 2.998 2.9998

Los valores de la funcién se aproximan a 3, por tanto lim f(x)=3.
x—=17

i) La funcién esta definida como f(x) = x+3 para x > 1. La tabla de valores de f es:

X 1.1 1.01 1.001 1.0001
fx) 4.1 4.01 4.001 4.0001

y f seaproximaa4,luego lim f(x)=4.
x—1"

A continuacioén se enuncian dos proposiciones relativas a la existencia y unicidad del

limite.

Proposicion 1. Sea la funcion f:D — R,D c R, si existe lim f(x), este es unico.

X—>Xq

Proposicion 2. Sea la funcion f:D — R,D c R definida en (xo —r,Xx, + r) para algiin r >0

excepto a lo sumo en x,. El limite lim f(x) = L existe siy solo si:

X=X

XX

i) Existen los limites laterales lim f(x)=L, y lim f(x)=L, Yy
X—Xq

ii) Se verifica que L, =L, = L.

Es decir, para que una funcion tenga limite en un punto, deben existir los limites

laterales (por la izquierda y por la derecha) y ademads ser iguales.

Ejemplo 3. Estudiese si existe el limite de  f(x) en x =1, siendo
2541 si x <1
X =
J) x+3 st x21

Solucion:
Tal y como ya vimos en el ejemplo 2,

lim f(x)=3# lim f(x)=4
x=17 x—>1"

por tanto no existe el limite.

A continuacion se recogen las propiedades de los limites:
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Proposicion 3. (Propiedades de los limites)

Sean las funciones f:D > R,Dc R y g:D'—> R,D' c R tales que
xhgl Jx)=L vy xhgl gx)=L, L,L, eR

1) Si f(x)=K,K eR, xlg{cl Jx)=L =K

2) Si f(x)=x, xlgil Jx)=L =x,

3) lim(f +g)(x) = lim f(x) + lim g(x) = L + L,

4) Paratodo o € R, xllgcl (of)(x) = ocxligl Jx)=a-L

5) lim (f-g)(x) = lim f(x)- lim g(x) = L, - L,

6) lim f(x)/g(x) = lim f(x)/lim g(x) = L,/L, para L, #0

7) Si f(x)<g(x) para todo x de (x,—r,x,+r) y para algin r>0,

entonces L, <L, .

Las propiedades enunciadas permiten el calculo de limites sin necesidad de utilizar la
definicion formal, lo que simplifica mucho los calculos. Esto se pone de manifiesto en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 4. Calcular los siguientes limites:
1 31
1) lim x” 2) lim— 3) lim (x” —2x+1) 4) lim—~
x—2 x4 e x—>=1 X3 N +1
5) lim " 6) lim x % 7) lim(x® —2)7?
x—1 x—3 x—>2

x+1 six<0
xt+1sin>0

8) ?Lnof(x) siendo  f(x) ={

9) lim f(x), lim f(x) siendo la grafica de f la siguiente:
R x—>—1"

\ /
\
\
|
\
\
|
\
\
'
\
|

x?—4x+6 sixn<2

10) hﬁ;f(x) siendo f(x)= {

P Hdx =2 six>2

Solucién:

1) lim x” = lim(x - x - x) = lim & - lim x - lim x = 2°
x—2 x—2 x—2 x—2 x—2

2) lim—=—=24—=—

2 . 2
X4 lim x 16
x—4
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3) lim (x” =25 +1) = (1) =2(-1)" +1=-2

-1 26 13
4 lim——— =222
3 x4l 4 2

9 st =1 =i
6) limx =27 = 1/3/4
7) lim(x* =2)7* =8 -2)% =1/3/36
e
I /9= e =1

= lim f(x)=1
x—0
9) lim f(x)=0# lim f(x)=2;lafuncién no tiene limite en x = —1
x—>—1" x—-1"
lim f(x)= lim (—x” +4x—2)=2
x—2"

¥2 = lim =2
)Y lim f(x) = lim (2 —dx 46 =2 [ oS )
x—27 x—27

En algunos casos, la aplicacion directa de las propiedades de los limites puede dar

como resultado una expresion del tipo 0/0, denominada indeterminacién por no asignar al

limite que se quiere calcular un valor perfectamente determinado. Sin embargo, esas mismas
propiedades de los limites pueden utilizarse para resolver algunos limites que presentan este

tipo de indeterminacion.

Ejemplo 5. Calcular los siguientes limites:
N x*—4 N x?—xt—x+1 3 i x?—ax 40
) s x =2 >Yg{ 5’ =2x7 +x ) X$x2+ax—242 para «
. X . \/;— a .0
4) )](lg})ﬁ 5) llir}‘ﬁ para a>0 6) )l(lir(l);
Solucion:
z_ -2 2
1) i 2y (72 )=1im(x+2)=4
x—2 X_Z x—2 X — x—2
32 1)’ (x +1 1
2) lim =% 2X+1=1im(x )(Xj)=1im(x+)=2
x>l N _ZX + x x—1 X(.X'_l) x—1 X
2 _
x=a 5" +ax —2a xa (x—a)(x+2¢z) xa (x+2¢z) 3 3
x{1+V1—x x{1+V1—x
4) lim———— = lim ( ) = lim ( ):lim(1+w/1—x):2

x—>01_x/1_x—x—>o(1_M)(1+\/E) x50 1—14 x>0
I RN AL ) Nk C) IR

_ 1

B P N N R YN o R A P

6) lim — = lim 0 = 0. Se hace notar que en este limite no existe realmente la indeterminacién 0/0 , ya que x
x>0 »¢ x—=0

toma valores préximos a cero con lo que la funcién siempre valdra cero, salvo en el punto x =0, en el que la
funcién no esta definida.
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2.  Limites infinitos y limites en el infinito

. 1 . .
Sea la funcién f(x) = -1 cuya grafica se representa en la figura

El dominio de definicién es D = R —{1}. Si los valores de x se aproximan a 1 por la
derecha el valor de la funcion crece indefinidamente, es decir, si x — 17 = f(x) = +o0. Si
se aproxima por la izquierda x — 17 la funcién decrece indefinidamente, f(x) > —. La
funcién no esta acotada superior ni inferiormente ya que

lim f(x)=—w y lim f(x) =+
x—>1" x—1*

En las siguientes definiciones se formaliza este concepto.

Definicion 4. Sea la funcion f:D — R,D c R definida en (xo —1,X, +r) para algun
r >0, excepto a lo sumo en x,. Se dice que

a) El limite de f en x, es +o, y se representa por lim f(x) =+, si para todo

X=X
H>0,H eR, existe >0 tal que para todo x que cumpla 0 < |x —x0| <o se
verifica que f(x)> H .

b) El limite de f en x, es —o, y se representa por lim f(x)= —oo, i para todo

H<0,H eR, existe d>0 tal que para todo x que cumpla 0 < |x —x0| <0 se

verifica que f(x)< H .
Noétese que segin esta definicion el limite de la funcidon f(x) = 1 no existe en
x —

x =1. Sin embargo, y a pesar de la ambigiiedad que supone, algunos autores expresan

lim f(x) = oo indicando realmente con esto que | f (x)| tiende a +oo0 cuando x tiende a 1.
x—1
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Las funciones f(x)=1/x* y g(x)=—1/x* ilustran estas definiciones, como se observa en

sus graficas:

lim —L = —0
x—0 _x2 B

De igual forma se puede definir el concepto de limite infinito en un punto por la

izquierda y por la derecha, como en el caso de los limites finitos, visto en el apartado 1. Las

siguientes graficas ilustran las definiciones de limites laterales infinitos.

-1
fx) =

x—1

-39-

si x<1

si x>

12

1= lim f(x) =+
x—1"

si x<1
si x>1 = lim g(x) = —
x—1



si x<1

1)’ = lilrlg f(x) = +o0
sio x>1 7
s x<1:> lim g(x) = —o0

x—1

si x>1

El calculo de este tipo de limites se puede llevar a cabo aplicando las propiedades

analogas a las vistas para limites finitos en el apartado 1.

Ejemplo 6. Calcular los siguientes limites:
2
—3x+2
1) lim 2) lim ; 3) lim . lim ~—2X 7%
X2 50 — 2 x—3 (X — 3) x—>-1 (X - 1) x—2 (X — 2)
Solucion:
1) lim =+o0, lim = —o00. La funcién no tiene limite en x =2
xo2" =2 X227 x—2
1
2) lim ———— =400, lim ———— =+, por lo tanto, lim - =
x—3" (X — 3) x—37 (X _ 3) x—3 (X — 3)
3) lim =—
) w1 (5 —1)?
2
—3x+2 x=2)(x—1 x—1
4) lim "% = i 222N . ) _ i )2 — 400
x—2 (X—Z)’ x—2 (X—Z) x—2 (X—Z)

Una aplicacion de las tltimas definiciones esta en el concepto de asintota vertical.

Definicién 5. Se dice que la recta x = x, es una asintota vertical de f si se verifica, al

menos, alguna de las tres condiciones siguientes:

+00 +00 +00
lim f(x)= {_OO 6 xlig{ fx) = {_Oo 6 xlir)rc{ fx) = {_OO

X—Xq
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Ejemplo 7. Calcular, si existen, las asintotas verticales de las siguientes funciones:

D flx)=

Solucion:

T 3 f)=

x? =1 1 x? =1

1 1

D= e T )

lim f(x)=+00 y lim f(x)=—o0, porlo tanto x =1 es una asintota vertical.
x—1" x—=1"

lim f(x)=-00 y lim f(x)=+00, porlo tanto x =—1 es una asintota vertical.
x—>—1" x—>—1

2) Razonando de forma analoga a como se ha hecho en el anterior apartado se comprueba que x =1 es una
asintota vertical.
3) En este caso no existe ningdin valor de x que haga tender a la funcién f(x) a +0 6 —o0, por lo tanto se

concluye que no tiene asintotas verticales.

. .. 1
Se considera ahora la funcion f(x)= -
.

\ 2

En la grafica se observa que cuando x — oo el valor de la funcién se aproxima a
cero. El hecho de que una funcidn tienda a un valor finito cuando la variable crece

indefinidamente se formaliza en la siguiente definicion.

Definicion 6.
a) Sea la funcion f:[a+x)— R. Se dice que el limite de f cuando x tiende a +x es L,

y se representa por lim f(x)= L, si para cada € >0 existe H>0,H €R, tal que para

todo x > H se verifica que |f(x)—L|<«.
b) Sea la funcion f:(—o,a] > R. Se dice que el limite de f cuando x tiende a —o es L,

y se representa por lim f(x)= L, si para cada € >0 existe H<O0,H €R, tal que para
X—>—00

todox < H se verifica que |f(x)-L|<e.

2 2

5 verifica que lim —
x°+3 x>0 X7 43

Asi, la funcién f(x) = =1
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El calculo de este tipo de limites se puede realizar aplicando las propiedades analogas

a las vistas en el apartado 1 para los limites finitos.

Ejemplo 8. Calcular los siguientes limites:
1) lim x? 2) lim x° 3) lim 1/’ 4) lim1/x?
X—>—00 X—>—00 X—>—00 x—0
) 5 . 1 . 1 ) 1
5) lim 1/x° 6) lim——— 7) lim ———— 8) lim ————
x—>+0 x—3 (X _ 3) X3 (X _ 3) x—3 (X _ 3)
1 ‘-1 2-1 4o’ —2x +1
9) lim—— 10) lim =5 1) lim —— 12) lim =270
x—3 (X _ 3) e | x40 Dae” 4+ 3 X—>+00 xT+1
. X" =2x7+1
13) lim =—————
oo et —1
Solucion:
1) lim x> =40  2) lim x’ =— 3) lim 1/x’ =0 4) lim1/x? = o0
x—>—00 x—>—00 x—>—00 x—0
. 5 . 1 . 1 . 1
5 lim1/x*=0 6 im———>=+0  7) lim———=400 8 lim ———=-»
x>+ x—3 (X _ 3) x—3 (X _ 3) x—3 (X _ 3)

9) Este limite no existe, ya que los limites por la izquierda y por la derecha de x =3 no coinciden.

Si se observan los apartados 6, 7, 8 y 9, en todos ellos el limite es de la forma L/ 0 _y puede valer +00,—00 o no existir como en

9. En otros casos, pueden aparecer indeterminaciones, tal y como muestran los cuatro casos restantes:

10) Se tiene una indeterminacién del tipo /o0 que puede resolverse asf:

2 _ 2
i S &mw = Jim (1) =40

11) También aparece la indeterminacién 0o/o0 | que operando conduce a:

xt =1
2
-1 2 1
lim XZ = lim >§—=—
x40 Dae® 43 x40 Dt + 3 2

2
X

Notese que este método es facilmente generalizable; de hecho, se tiene que:
lim a,x +... a,x
xF0 ) o

= lim ~
+o.. xoE ) x

a

Utilizaremos esta expresion en los siltimos dos ejercicios.

3 3
12) lim 2220l g A 4
x—>+00 x +1 XH0 e X>+D e
5034 5
13) lim =" = fim ~— = lim &’ = o0
x—>—00 x 1 X>—0 p x—>—0
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Una consecuencia directa de la definicion 5 es el concepto de asintota horizontal.

Definicion 7. Se dice que la recta y =L es una asintota horizontal de la funcion f si

lim f(x)=L 6 lim f(x)=L.

X—>+0

Ejemplo 9. Calcular, si existen, las asintotas horizontales de las siguientes funciones:
2
x°+2x+1
D flo)=x"+2 D S =T
Solucion:

1) lim (x” +2) = +o0 ; no existe asintota horizontal
x—>*too

2
X"+ 2x+1 .
2) lim ——————=1,1luego x =1 es asintota horizontal
x—>Fo0 X
El concepto de asintota horizontal estudia el comportamiento de funciones cuyos
valores se acercan a una recta horizontal. En otros casos, es posible que la funciéon se

aproxime a una recta no horizontal (oblicua).

2
+1 1 . .
Sea f(x)= al s—=x+—.S8i x>0 y x - +0, f(x) — +o0, por valores proximos a
X X

larecta y=x.Si x<0 y x > -, f(x) > —oo, por valores proximos a la recta y = x, ya

1 . . . .
que —— 0 tanto si x > +o0 como si x — —oo . La grafica de la funcion es:
X

Definicion 8. Sea la funcion f:D — R,D c R, se dice que la recta y=mx+b, m,beR
y m#= 0, es una asintota oblicua de f si se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:

lim (f(x)— mx —b) =0 6 lim (f(x) - mx —b) = 0

La pendiente m de la asintota oblicua es igual a la tangente del dngulo que forma dicha

recta con el eje OX, para su célculo se tendra en cuenta que cuando x — +oo el valor de la

recta se aproxima al de la funcién f(x), es decir que tg o = lim & .
Xx—>to X
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Por otra parte, de la definicion de asintota oblicua y teniendo en cuenta las
propiedades de los limites, puede calcularse el valor de . En la siguiente proposicién se

recogen estos calculos.

Proposicion 4. Sea la funcion f:D—> R,DcR e y=mx+b una asintota oblicua de f,

entonces:

. . X .. .

i) m= hmM ii) b= lim (f(x)— mx)

x>t x X—>to0
Ejemplo 10. Calcular, si existen, las asintotas oblicuas de las siguientes funciones.
2 2
+1 2x"+x+1
1) fx)=2 ) flx)="2"2T0 3) flo) =" +2x+1
x x—1
Solucion:
x> +1
- 2
+1
1) y=mx+b; m=hm&= lim —X— = lim = —=1
x>t e x—too X x>t e
2
+1 1
b= lim (f(x)—mx)= lim (C———x)= lim —=0
x—>to0 x—>too X x—>Foo e
Luego la recta y = x es asintota oblicua.
257 +x+1
2) = tim L) gy 2 XA
xoko N x—>tm X(X _1)
2x° +x+1 2x° +x+1-2x" +2 3 +1
b= lim (f(x)=mx)= lim (0 —2x) = lim (o X Y = lim =3
x—>Fo0 x—>too x—1 x—>too x—1 x>t s —1
Luego la recta y =2x +3 es asintota oblicua.
3
3

3) y=mx+b; m= lim XA . Luego / no tiene asintotas oblicuas.

x—>too x
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3. Continuidad de funciones

En primer lugar se estudia la continuidad de una funcién en un punto de forma

intuitiva para posteriormente formalizar la definicion.

Ejemplo 11. Estudiar el comportamiento de las siguientes funciones en un entorno del punto x, =1
) 3x st x<1 5 ) 3x st x#1
X)= X)) =
A P R PR
. 1
3x st x<1 T dix=l
3) v(x)={2 L 4 w()=151
St 0 six=1
Solucion: La representacion grafica de las funciones se recoge en la sigu iente figura:
3 ; ¥ 4
i/
i I
v w
3 g .
2o
1/ N !
;
Si estudiamos los limites de estas funciones en el punto x, =1 tenemos que:
lim f(x)= lim f(x) =3 J=3
x—=1" x—=17
lim g(x)= lim g(x)=3 =1
x—1" x—1"
lim »(x)=2# lim »(x)=3 v(1)=3
x—1" x—1"

lim w(x) =400 # lim w(x)=-00 w(1)=0
1" x—17

Podemos observar que en f el valor del limite coincide con el valor que toma la funcién en x =1, es decir,
el valor de la funcién se aproximaa f(1) cuando x se aproximaa 1.

En las otras tres funciones o bien no existe el limite, como en » y w, o el valor de este no coincide con el
valor que tome la funcién en x, =1, caso de g. Se podria decir que solamente la grafica de f puede

dibujarse sin levantar el lapiz del papel.
A continuacién se formaliza el concepto de funcién continua.
Definicion 9. Dada la funcion f:D — R,D c R, definida en un intervalo (x,—r,x, +r)

para algun r > 0, se dice que es continua en x,, si se verifica que:

i) Existe f(x,) ii) Existe lim f(x)=L iii) f(x,)=L

X—>Xg
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Estas tres condiciones se resumen en una sola: lim f(x) = f(x,), esto es:
X—Xq

Sea f:D— R,D c R, definida en (x, —r,x, +r) para algun r > 0. Se dice que f es
continua en x, Si para cada €>0, existe un &> 0 tal que para todo x que cumpla

|x —x0| <O se verifica que |f(x)—f(x0)| <eg.

Una funcion es discontinua en un punto cuando no es continua en él.

Ejemplo 12. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en x =1:
| 3x st x<1 ) 3x st x#1 3 3x st x<1
X )= X)) = v(x) =
A PPN S [ A PN
oy 1
4 wx)={v_g T7 5) h(x)=x+1 x#1
0 six=1

Solucion:
1) lim f(x)= lim f(x)=3 y f(1)=3 ,entonces f escontinuaen x =1.
x—1" x—1"

2) lim g(x)= lim g(x)=3 y g(1)=1# 3, entonces g no escontinuaen x =1.
x—1" x—1

3) lim »(x)=2, lim »(x) =3 yno existe limz(x), porlo que » noescontinuaen x =1.
x—1" x—1 x—>1

4) lim w(x) =400, lim w(x)=—00 yno existe limw(x) ,entonces » no escontinuaen x =1.
x—1" x—>1" x—1

5) b no esta definida en x =1, por tanto no se puede hablar de continuidad en ese punto.

Los conceptos de limites laterales aplicados al estudio de la continuidad dan lugar a las

siguientes definiciones.

Definicion 10. Sea la funcion f:D - R,Dc R y x, €D, se dice que

i) f es continua por la derecha en x,, cuando lim f(x)= f(x,).

ii) f es continua por la izquierda en x, cuando lim f(x) = f(x,).

Notese que si f es continua en x,, es continua por la derecha y por la izquierda.

Definicion 11. Dada la funcion f:D — R,D c R, se dice que es continua en un intervalo

abierto (a,b) c D si es continua para todo x €(a,b).

Es decir, una funcién es continua en un intervalo abierto cuando lo es en cada uno de
sus puntos. Esto supone que el grafico de la funcién en el intervalo estudiado es de “trazo

continuo”.
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Definicion 12. Dada la funcion f:D — R,D c R, se dice que es continua en un intervalo
cerrado [a,b] c D si es continua en (a,b), continua por la derecha en a 'y continua por la

izquierda en b.

Las propiedades de los limites admiten equivalencias en el estudio de la continuidad.

Proposicion 5. Sean fy g dos funciones continuas en x,, se verifica que:
1) La funcion f *+ g es continua en X,.
2) La funcion f-g es continua en Xx,.
3) La funcion a- f es continua en x, paratodo a € R .
4) La funcion f/g es continua enx, si g(x,)#0.
5) Sean las funcionesg:D > R, y f:D' > R, con g(D)c D'. Si g es continua en

X,y f escontinua en g(x,), entonces f og es continua en x,.

En algunos casos el estudio de la continuidad de una funcién se puede realizar de
manera directa. Esta es la situacion que en general se tiene con las denominadas funciones
“elementales” estudiadas en el apartado 5 del Capitulo 2. Asi, todas las funciones
polinémicas, racionales, irracionales, exponenciales y logaritmicas, como se observa en las

gréficas representadas en el citado apartado, son continuas en sus respectivos dominios.

Ejemplo 13. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:
3

x—1si x<0 x?=1si <0 x = -1 si x<1
D= e DE®= 3 0)=121

X Stx = X—o st x> x+2 s x2>1
2 () 3x+1 si x<0 5 4 5—x si x<0

w(x)= X)) =

e si x>0 ( x?=1si 20

Solucion:

1) La funcién es continua para todo x, €(—,0): lim f(x)=x,—1= f(x,) por ser una funcién

polinémica. Analogamente, para todo x| 6(0,+oo): lim f(x)=x,+1= f(x,). La tnica discontinuidad
XX

puede presentarse en x, =0 y, como hfol* flx)=0+1= 121017 f(x)=0-1, no existe el limite en x, =0.
X X
Por tanto, f no es continua en ese punto.

2) Six, e(—oo,()) = lim g(x)=x, —1= g(x,)—> g es continua en (—O0,0).
x>y
Si x, €(0,400) = lim g(x) =2x,—3= g(x,) —> g es continua en (0,+0).
XN

Si x; =0= lim (ZX —3) =-3# }Ln(},(xz —1)=—1— no existe el limite de gen x =0, por lo tanto g es

x—0*

discontinua en ese punto.

3
3)Si x, e(—oo,l) = lim »(x) = ol
X XO _1

=v(x)
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Si x, €(1,400) = lim v(x) = x, +2 = (x,)
XX
Si x, =1= lim (x+2)=3= lim (x* +x+1) =3 = (1)
1t x—1

por tanto, » es continuaen R.
4 Si x, €(=0,0)= lim w(x)=3x) +1=w(x,)

XX

Si x, €(0,40) = lim w(x)=e™ =w(x,)

Si xy =0=> lim (¢¥) =1= lim 3x” +1)=1=w(0)
x—=0" x—0

por tanto, » es continuaen R.
5)Si 5, €(-1,2) = lim (5—x) =5—x, = h(x,), lim (5—x)=6=A(-1), luego hes continua en [-1,2).
XX x——1"

Si x, €(2,3) = lim (x” —1) = xp =1 = h(x), lim (x* —=1) =8 = 4(3) ,luego 4 es continua en (2,3].
X=X x—3"

St x, =2= Xlirr21+(x2 -1)=3= thzl (5—x)=5h(2)=3,luego hes continua en [-1,3].
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4. Propiedades de las funciones continuas en un intervalo

En este apartado se recogen ciertas propiedades de las funciones continuas que
resultan de gran valor para el estudio de posteriores resultados. Unas se encuentran recogidas

en una proposicion, y las otras dos en forma de teoremas.

Proposicion 6. Sea la funcion f:D — R,D c R
1) Si fes continua en x, y f(x,)#0, existe un entorno (x, —8,x, +38) en el cual
f toma el mismo signo que f(x,) .
2) Si fes continua en x, y toma valores positivos y negativos en cualquier entorno
de x,,entonces f(x,)=0.

3) Si f y g son funciones continuas en x, y f(x,)< g(xo) entonces existe un

entorno (x, — 8,x, +38) en cuyos puntos f(x) < g(x).

Teorema 1.  (Teorema de Bolzano)

Si la funcion f:D — R,Dc R es continua en el intervalo cerrado [a,b]c D y

f(a) < c< f(b), entonces existe algiin x €[a,b] tal que f(x)=c.

La idea que subyace en este teorema es bastante simple: si una funcion es continua en
un intervalo cerrado su grafica no presenta saltos ni interrupciones (véase la figura anexa), por

lo que la recta horizontal y = ¢ tiene que cortar al menos una vez a la grafica de la funcion.

Continua Discontinua

Una consecuencia inmediata de este teorema es que si f es continua en [a,b] y f(a)
y f(b) son de distinto signo, existe un x [a,b] tal que f(x)=0. Es decir, la grafica de f

tiene que cortar al menos una vez al eje OX. Este hecho se muestra en la siguiente figura:
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En particular, si fes una funcién polindémica y en x=a y x=»b toma signos

distintos, el polinomio debera tener una raiz real entre ay b .

Teorema 2.  (Teorema de Weierstrass)

Si f es una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces existe al menos
un punto x, €[a,b] en el que f alcanza su valor maximo y al menos un puntox, [a,b] en

el que f alcanza su valor minimo.

Por ejemplo, sea f(x) = x> +1 definida en [-12].

Como f es continua en [-12] alcanza su valor maximo en x =2,f(2)=5, y su
valor minimo se alcanza en x =0, f(0) =1.

Ahora bien, si consideramos que f esta definida en [-1,2)

no se puede aplicar el teorema pues el intervalo no es cerrado aunque f es continua en él.

Graficamente se observa que no alcanza un valor maximo.
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La hipdtesis de continuidad también es crucial. En efecto, si

x2+1si —1<x<2,x#0

L R

se tiene que f no es continua en el intervalo y no alcanza el valor minimo.

Ejemplo 14. Comprobar que los siguientes polinomios tienen alguna rafz real en los intervalos
indicados.

1) f(x)=x"+2x—1en [01] 2) f(x)=-x"+x"—x+1len [0,2]
Solucion:

1) f(0)=-1<0,f(1)=2>0,luego el polinomio tiene al menos una raiz real entre 0 y 1.
2) f(0)=1>0, f(2)=-5<0), luego el polinomio tiene al menos una raiz real entre 0 y 2.

Ejemplo 15. Comprobar que la ecuacién x° —x” +2x” +1=20 tiene al menos una solucién real en el
intervalo [0,2].
Solucion:

Sea f(x)=x"—x"+2x"+1 entonces f(0)=1y f(2)=33. Por ser fcontinua en [0,2], / toma todos los

valores entre 1y 33 y, por tanto, existe x € [0,2] tal que f(x)=20, que es lo que se queria comprobar.
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Ejercicios resueltos

1. lim(x* —3x +2)

x—1

Solucién: lim(x2 —3x+ 2) =0

x—1

2. lm 21
x—>-1x° +1

Solucion: lim ? = __3
— o-lxt+1l 2

3. lim(x +1)"*

x—3

Solucién: lin%(x +1)"? = lin% Jx+l=44=2

2
s .ox -1
Solucién: lim
x> x+1

2

241 six<
5. limf(x), siendo f(x)=4F TLSix=3
x—3 2x—-1 81 x>3

Solucién: lim f(x) = lim (x*+1)=10= lim f(x) = lim (2x —1) =5, luego no existe el

limite
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2
si x<0

6. )lci_lgf(x) , siendo f(x) =<y 11

2x-1s1i x>0

2

Solucién: lim =0 = lim (2x —1) = -1, luego no existe el limite
x>0 x+1 x—0*

x> siox<1

7. liir} f(x), siendo f(x)= {

2x—-1 si x>1

Solucién: lim f(x) = lim x*> =1 = lim f(x) = limQ2x —1) =1 = lim f(x) =1
- x-ol x—1" x—-1* x—1* x—1

8. Calcular los limites, si existen, de la funcién cuya gréfica es la siguiente, en los

puntos x =-3, x=-1y x=2.

Solucién: lim f(x)=0= lim f(x)=1, luego no existe limite en x = -3
x—>-3" x—3"
lim f(x)=1= lim f(x)= lim f(x) =1
x—>-1" x—>-1" x—-1

lin; fx)=1= lirg fx) = lin%f(x) =1

9. lim (x* —x? +1)

X—>+00

Solucién: lim (x* —x* +1) = +o0

X—>+00
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2 +1

10. lim —;
x40 x° +1

X+ 1
X . 2
Solucion: lim 5 = lim =400
e O i | x+1 1 1
+ xiz

11. lim

s . X
Solucién: lim

= lim (x — 1) = —©

x—>-o x +1 X—>—0
2. lim 22F3
x—-02x° —1
3
5+
Solucién: lim 5)62—+3 = lim X -0
- x>0 2x° - X—>—0 1
2-3
X
B, lim—
x—27 X7 —

Solucion: lim 21
— 2 x2 -4

2
—(a-1
4. fim 2 —@-Drea
x—a* xX°—a

para los distintos valores de a .

Solucion:
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x>—(@a-Dx+a . (x-a)(x-1) . (x-1) a-1

*Sia#0; lim 5 > = lim ————= = lim =—
x—a’ X" —a a (x—a)(x+a) xa (X+a) 2a
2_ J—
#Sia=0; lim* % =1lim* - o
x—=>0"  x -0t x
. A2+x—+x
15. lim ————
x—0" X
\/2+x—\/;_1. (V2+X—\/;)(V2+x+\/;)_lim 24+4x—x e

Solucién: xlirgg -, o x( J2rx+ \/;) 10" x( Vx4 \/;)

16. Calcular, cuando existan, las asintotas horizontales, verticales y oblicuas de las

siguientes funciones:
2

x 1 X
a) f(x)= b) f(x)=— 0 f(x)=
x-1 X' —-x x+1
Solucién:
a) Asintota vertical x =1 pues lim =—o0 y lim L
-1 x—1 -t x—1
. X . .
lim =1;y =1 asintota horizontal
x—0o x —1

No tiene asintotas oblicuas.

b) ¥ —x=x(x*-D=x(x-1)(x+1)

Asintotas verticales x = 0;x = 1;x = -1

lim 3 = 0;y = 0 asintota horizontal

X—w X7 —

No tiene asintotas oblicuas.
c) Asintota vertical x = —1

No tiene asintotas horizontales

Asintota oblicua y = mx +b
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2

X
- 2
m=1lim 2 _ i X+1 _
xoo X x>0 X x—o x(x +1)

2 2 2

bzlim(f(x)—mx)zlim(x —szlimuz—l
e ool x 41

y=x-1

17. Estudiar la continuidad en x = a de las funciones cuyas graficas son las siguientes:

l) \,
()] R —
i) /

Solucion:

i) La funci6n no tiene limite en x = a, por tanto es discontinua en ese punto

ii) No esta definida en x = a, por tanto la funcién es discontinua en ese punto.

iii) Es también discontinua por el mismo razonamiento que en i).
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18. Estudiar la continuidad de las funciones:

3x—-2 six<2

x2-1si x<0
— -x+6 si x >0

x2 si x>0

i)f(X)={ ii) f(X)={

Solucion:

i) El dominio de la funcién fes R.

En el intervalo (—0,0) es continua ya que es una funcién polindémica.
En el intervalo (0,+o0) es continua ya que es una funcién polindmica.

En x =0, lim(-x*)=0, lim (x> -1)=-1= no existe el limite en x =0, por tanto la
x—0* x—0"

funcién es discontinua en ese punto.

ii) El dominio de definicién de la funcién fes R .

En el intervalo (—,2)es continua ya que es una funcion polinémica.
En el intervalo (2,+o0) es continua ya que es una funcién polinémica.

En x =2, 1i1121+(—x+6):4, li1121(3x—2):4:>lirr%f(x):4:f(2)

La funcién es continua, también, en x =2 . Es decir, f es continua en R.

19. Calcular el valor de a para que sean continuas en x = a las siguientes funciones:

ax—1 si x<1
3x2 41 siox >1

ax’>+4x-1 si x<1

DS :{ -x+3 siox >1

ii) f(X)={

Solucion:

i) El dominio de definicion de la funcion es R, para todo valor de a .

En el intervalo (—,1) es continua para todo valor de a , ya que es una funcién polinémica.
En el intervalo (1,4o0) es continua para todo valor de a , ya que es una funcién polinémica.
En x=11im@Gx* +1) =4, lim(ax-1)=a-1.

x—1* x—-1

Para que exista el limite en ese punto habra de tenerse que 4 =a-1=a=>5.

Para a = 5,1in11 f(x)=4= f() y la funcién es continua.
x—>

Para a # 5 no existe el limite por lo tanto fes discontinuaen x =1.
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ii) El dominio de definicion de la funcién es R, para todo valor de a .
Como en el caso anterior, de haber alguna discontinuidad se podrd presentar Uinicamente en
x=1.

En x=11lim(-x+3) =2, lim(ax* +4x - =a+3; a+3=2=a=-1;
x—1* x—1"
Para a = —l,lirrll f(x)=2= f(1) y la funcién es continua.

Para a # —1 no existe el limite por lo tanto f es discontinuaen x =1.

20. Estudiese para que valores de x son continuas las siguientes funciones:

) f(x)= ﬁ i) f(x)= x/ll—_x iil) f(x)= et iv) f(x)=In(x+1)

Solucion:

i) El dominio de definicién de la funcién es R —{2}. Es una funcion racional, por lo que es

continua en su dominio de definicion.

ii) Razonando de forma andloga al caso anterior, f estd definida en {x IS R| 1-x> 0}, y

sera continua en ese dominio, es decir, en (—oo,1) .

iii) Es una funcién composicion de una exponencial y un polinomio, y por tanto, continua en

R.

iv) El dominio de definicion es {x e R| x+1> 0},luego continua para x > -1

21. Calcular el valor de a para que f(x) sea continua en x =1, siendo

f(x):{\h—xz si0<x<l

a six>1

Solucion:

f() =a;lim a = a; lim Vi-x*=0=a=0
x—1* x—1-
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22, Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

x—1

) Inx si 1<x<2 . e’ si x=#1
1)f<x)—{ex oo u)f(x)—{1 G
1 X si x <1
i) f(x):{; st x#0 =1 2 six=1
Lsi x=0 In(x +1) si x>1
2x-2 si 0<x<1
V) S = Inx si 1<x<2

Solucion:

i) Si 1<x <2, lafuncién f es continua.
Si x> 2, la funcién f es continua.

Si x=2,f2)=¢e*, lim(Inx)=In2 = lim e* =e* = fes discontinuaen x =2.
x—2" x—2"

ii) Si x # 1, la funcién f es continua.

Six=1,f1)=1, lin}e”‘1 =1= fescontinuaen R .
X—>

iii) Si x # 0, la funcién f es continua.

.1 . . .
Si x=0, f(0)=1, hrré— no existe = fes discontinuaenx =1.
x-0 x

iv) Si x <1, la funcién f es continua.
Si x >1, la funcién f es continua.

Six=1, f(1)=2, lir{;x =1= lirg(lnx +1)# f(1) = f es discontinuaen x =1.
x— x>

v)Si 0<x<1,f escontinua. Si 1 <x <2, f es continua.

Six=1,f(1)=0, 1ir¥(2x -2)=0= lirg(lnx) = f(1) = f es continua en [0,2].
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Ejercicios propuestos

10.

11.

Dadas f(x) = .

Calcular

Calcular

Calcular

Dada f(x) ={ )

2

x—-2 x°-9
—_— x) = ———, calcular
y 8) 3xt+1

+1
lim(f + g),lim(f — g),lim(f - g),lim(f/g) cuando x — —o©

4P =2xt+x
lim—————
=0 3x° +2x

lim —
=1l x° —1

lim x-2

=242+ X

3x2-1si 0<x<1

si 1<x<2
S si x<2 teular i
cafx) = 6-x> sil<x<2 WA xl_r)r%f(x)
3_
Calcular lim )g !

Calcular

Calcular

Calcular

Calcular

. xX+2
lim — 5
x>0 X7 42X +x+2
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12. Estudiar la continuidad de la funcién cuya grafica es la siguiente:

|

13. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

xr -1 -1<x<0
Y 1 s x<0 2x 0<x<1
. e’ - si x < ..
) fx)=<_, . i) f(x) = 1 X =
2x“+x si x>0
2x+4 1<x<?2
0 2 <x<3

14. Estudiar la continuidad de la funci6n

|x-2/4+3 six<0
X+5 si x>0

Jx) ={

15. Calcular las asintotas, si existen, de las siguientes funciones

b fay =22 i) f() =x——
1-x X

x3 . x3

iil) f(x)= = v) f(x)= m
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